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S o c EE GERE 
Tema 1.1 


Multimi de numere. 
Multimi si elemente de logicá matematicá 


1. Partea întreagă şi partea fractionará a unui număr real 

Definiţie. Fie x e R. Cel mai mare număr întreg mai mic sau egal decât x se numeşte 
partea întreagă a lui x. Se notează: [х] = max(p € Z| p <x}. 

Numărul real (x) = x -[x] se numeşte partea fracfionard a lui x. 


Proprietăţi 

1. [x]<x<[x]+1, Vx eR ; 1. {х} є[0,1), Vx eR ; 
2. x-1«[x] 3x, vx eR ; 2. (30e xeZ; 

3. [x] x && xeZ ; 3. Х1-1 e x-yeZ, 
4. [x x n] [x] -n e neZ; 4. {x+n (xj eoneZz. 


Identitatea lui Hermite. 
вна). [nx], Vx є R, Улс N*MI). 
п п 


= — —— — = ч нв M I чз зав зэ т=з вт че эв сш сэв —— сш — мш сэн эш ша шш шш шш ше еы чө мш A шш чыш чы шы эш эш шш өв шш шш ша шш нм шә ээ шы а эь эь 


Probleme propuse 


1. Stabiliti valoarea de adevăr a următoarelor propoziţii 
a) p : [x] * [v] » [x * y], pentru orice x, y e R ", unde [a] reprezintă partea întreagă а 
numárului real a . 
b) а: „{3х} 2 3(x] , pentru orice x eR", unde {а} reprezintă partea fracţionară a 
numárului real а. 
c)r:„VxeR, 3y eR astfel încât x^ + y? = 2012 ". 


2. Determinati valoarea de adevăr a afirmației: „Suma oricăror două numere iraționale 
este un număr irațional.” 


| 3. a) Calculati | /2012 Р эш 


Variante bacalaureat 2009 


b) Calculati [+55 |. z 
с) Calculați | 42009 з J- j 5 

d) Calculati | Vi | | V2 |+..+ 41001, : 

е) Calculati 0 + ЇЇ Variante bacalaureat, februarie 2008 = 

п 

7 


4. a) Determinaţi mulțimea 4 = (x e [0,2]][2x] = 2[x]), 
întreagă a numărului real a. 
b) Determinaţi mulțimea В = (x e[-1, 2]|3{х} = 1) 
fracfionará a numărului real a. 


unde [a] reprezintă partea 
» unde (a) reprezintă partea 
5. Arătaţi că +n] =n , pentru orice ne N. 


6. Fie хє R* . Arătați că ВЕ dacă şi numai dacă x »1. 
Variante bacalaureat , februarie 2008 
7. а) Агаў că ffx} +y} = {x+ {y}, pentru orice x, ye R. 
b) Arătaţi că {{x+y}+z}={x+{y+z}}, pentru orice x,y,zeR. 


Variante bacalaureat 2009, enunţ adaptat 
8. a) Агар că Б) = [2х], pentru orice хє В. 
b) Arătaţi că dacă [х+а] = [+6], pentru orice хє R , atunci а= b. 
9. Determinafi m € R pentru care {х eR] (m -1)x+2 > 0) =R. 


10. Determinati cel mai mic element al mulţimii (x e R | (x+2)(x? —4) > 0). 


. 10 
11. Se consideră А = b eR | n) ES o} . Determinați cel mai mare element al 


mulţimii В = (la-b||a,b eZ, a <b, [a,b]c- А}. 


12. Determinati numerele naturale din mulţimea A = b єК | 


gena 


13. Se consideră mulțimile А = ix ЄК |х| « 2} şi B =[--3,0). Determinati 4^ BAZ. 


14. Se consideră multimile 4- (0, 2,4, 6,...,50) şi B= (0,3, 6,9,...,48) . Aflaţi cardinalul 
fiecăreia dintre mulțimile 4, B, ANB şi AUB. 


15. Se consideră fracția zecimală infinită >= 0,аа,... . Determinaţi numărul de elemente 


ale mulţimii A= (2,a,,a,,...). 


16. Se consideră fracţia zecimală infinită 5 =а,,аа,... . Determinati suma elementelor 


mulțimii A = (2,,a,a,,..) . 


17. Se consideră баса zecimală infinită = -0,аүа,а,.. . Calculaţi a, +a, +...+ TR 


Variante bacalaureat , februarie 2008, enunț adaptat 


ÁÁ -nio Îi 


18. Determinati т є R pentru care (1;2) с (x eR|x2+mx+4= о} . 

19. Determinaţi perechile (m,n) e RxR pentru care (1;2) = (х eR|x? +mx+n= 0) : 
20. Determinaţi a e Z pentru care (xe R |x? -ax +4 = 0} \{0,1,2,...‚,2011} +5. 
21. Se consideră mulțimea A = (a t b45 |a, be z} : 


а) Агай cá numerele 444245 şi ША | aparţin mulţimii А. 
b) Arătaţi cá x- y e A, pentru orice x,y E€ A. 
с) Агман cá mulțimea В = (x e A| [x] 2 0] are cel puţin 2012 elemente. 
22. Агар cá 436 {а+Ь\/2 |а, ez) : 
Variante bacalaureat , februarie 2008 


23. Determinafi (х,у) eRxR pentru care х? +2xy+2y? =0. 


24. Arătați că x? +3ху+4у? 20, Ух,уєЕ. 
Variante bacalaureat 2009 


25. Determinaţi x+y+z ştiind că x^ + y? +22 4x 6y -2z 414 - 0. 
26. a) Агар că dacă x,y,z eR gi. x^ - y? ez! = xy - xz * yz , atunci х= y - z. 
b) Determinati multimea f(a, b)eRxR| a: +b +4=ab+2a+ 2b} . 


27. а) Arătați că 2.222, va,b>0. 
a 


b) Arătaţi cá (a+b)(P+c)(c+a)2 8abc, Va,bc 20. 


28. Se consideră numerele x, y 21. 


a) Arătaţi cá x < 3 . 
b) Arătați cá xJy -14 yd x-1 «ху. 

29. Determinafi mulțimea {(а,5) eNxN| Va+Yb = 2) Р 

30. Daţi un exemplu de două numere naturale a şi b care îndeplinesc condiţia 
Ма -log,beN'. 


31. Daţi un exemplu de două numere iraționale a şi b care îndeplinesc condiţiile 
a+beN* şi a-beZ. 


32. Determinafi un element (а, b,c) € NxNxN care verifică condiţia 2^ <b < log, с. 
33. Ordonaţi crescător numerele. 


a) 47, 35, 12; b) 42, 35, 9e ; 

1 1 1 

L, Em = ‚ A3, 1. 
9 Ae d) =, log,2, In2 43 
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Probleme propuse 
Tema 1.2 кир 


Funcţii definite ре mulţimea numerelor naturale (şiruri) 


1. Arătaţi că şirul (а„) „у cu termenul general a, = ан, este crescător. 
: n+ 
Variante bacalaureat 2009 


de termen general a, = п? —n este strict monoton. 
Variante bacalaureat 2009 


1. Şiruri 2. Arătați că şirul (a,) 


п>1? 


Definiţie. Sirul de numere reale (x este monoton (stri 1 
(5), (изе) сгезейәр Онон 3. Arătaţi cá şirurile următoare sunt monotone. 


X, S X (x, Vx], Уп>1 1 1 1 


1 
i а) X, 5 —— 4 —— ...* ——, Vn2] 

Şirul de numere reale (х, ), este monoton (strict) descrescător dacă dia n+l n*2 num 
х, Z Xaa (m > Xa), Уп>1. b) x, = In*1- Jn, Vn21. 

Definiţie. Şirul de numere reale (x, ),, este mărginit inferior dacă există un număr с) х = Y 1 ‚Уп>1. 
real (notat cu) m astfel încât m < x,, Vn2l. кн k(k * 1) 

Şirul de numere reale (x, Ja este mărginit superior dacă există un аийг real (notat 4. Arătaţi că sirurile următoare sunt mărginite. | 
cu) M astfel încât x, < M, Уп>1. 4) х, 53 ; aid 


=, ЭМ ИН 
: Sese. MES. SN. 1 k(k+1)(k+2 
Dacă şirul (x, ) este mărginit atât inferior cât şi superior, spunem că şirul este îm A UA ) 


i Бн 21147 Vn21. 
k=l 


2. Progresii aritmetice ї 
9 с) Еа. Уп>1. 
ке k+l 


Definiţie. Şirul de numere reale (a, JE este о progresie aritmetică de rafie r dacă 


4,у-4, =r, Vn 21 (adică diferența oricăror doi termeni consecutivi este constantă). 5. Fie progresia'aritmetică (a, ),,, astfel încât a, =7 йа, =43. 
Proprietăți .. а) Determinați а. 
1.a, =a, +(n-1):r, Vaz. 2.a = ааа үн») b) Stabiliti dacă numărul 2015 este termen al progresiei? 
| " п ДА ыр c) Calculaţi suma T = a, +a; + a, +...+ y; - 
| 3. S. Ae). na, rE, Vn 2:1, unde S, =a, +a, TN TN 6. Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,) |, ştiind că 
' ELM — ' а,-а,-4Я а +a, +a, +a, =30. Variante bacalaureat 2009 
pev э ет . 
| r 7. Determinafi x e R ştiind cá x, (х- ЇЇ şi x+2 sunt în progresie aritmetică. 
" 8. Determinati numărul real x ştiind cá numerele х+1, 1-х şi 4 sunt in progresie 
3. Progresii geometrice aritmetică. 
Definiţie. Sirul de numere reale nenule (5,), | este o progresie geometrică de тайе q dacă 9. Aflaţi ae R pentru care numerele 257, 2 ^"? +1, 2^" +1 sunt în progresie aritmetică. 


! : : : А і 2009 
249 b, -q (adică raportul oricăror doi termeni consecutivi este constant). хассан 


| 2 pu yi н "5 A 2.100; b) 2+6+10+...+2010; 5 
» o P, жє с) 1+3+5+...+(2n+3), neN*; 4) 1+5+9+..+(4n-3), ne N*. 5 

n Da-i б, 11. Arătaţi că suma primelor n numere naturale impare este un pătrat perfect. pi 

з. 5 = b, FER 4»! Т, ЖИТ 12. Se consideră şirul (a,).,. Stind că pentru orice neN* are loc egalitatea Ё 
nb,, q-1 ui a, +a, * .. a, = n^ +n , demonstrafi că şirul (a, ), , este o progresie aritmetică. z 

апан 5 5---25-5-5 canine s apr am LEE н 
11 


CR ——— ——————— ——— йе 7 7 7 7 Mee poo ? Е ` чы" чш сь. e d 


13. Determinaţi numărul natural x din еваїнане: 
а) 1+5+9+..+x=231. 
b) 1+3+5+..+х = 225. 
с) х+(х+1)+...+(х+х)=45. 
d) 2+5+8+..+х= 57. 


Variante bacalaureat 2009 
14. Determinaţi al zecelea termen al șirului x,,x;, 7,10,13,... . 


15. Fie (a, ),., о progresie aritmetică. Ştiind că a, + a, = 10, calculafi а, + a. 
Variante bacalaureat 2009 
16. Se consideră progresia aritmetică (a,),,, astfel încât a, + a, + a + a. = 8. Calculaţi. 


а) ata, t... td; b) а, +a, +...+ ay- 


17. Se consideră progresia aritmetică (a,),, şi 5, suma primilor n termeni ai progresiei. 
a) Dacă a +a, 2100, a, , +а, = 200 si S, = 600, determinaţi n. 
b) Dacă 5, =95, si a, = 21, calculatia,. 

18. Arătaţi că dacă numerele reale a,b si c sunt în progresie aritmetică şi progresie 
geometrică, atunci a=b=c. 

19. Determinafi a,b e R ştiind că numerele 2,a,b sunt în progresie geometrică şi 2,17,a 
sunt în progresie aritmetică. Variante bacalaureat 2009 


20. Fie a,b,c numere naturale în progresie geometrică. Ştiind că a+b+c este un număr 
par, arătaţi că numerele a,b,c sunt pare. Variante bacalaureat 2009 


21. Determinafi x > 0 ştiind că numerele 1, x-1, x+ 5 sunt în progresie geometrică. 


‚ 22. Fie ecuaţia x? -4х+а=0, cu rădăcinile x, şi x,. Determinati ae R* ştiind că 


Х,,Х,,3х, sunt în progresie geometrică. 


23. Fie ecuaţia х? +ах+2=0, cu rădăcinile x, şi x,. Determinati аєЁ ştiind că 
Хү, X, X? sunt în progresie geometrică. 
24. Determinafi primul termen al şirului a,,a,,a,,4,8,16,32,... . 


25. Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi 5,,6,5,,24,... . 


Variante bacalaureat 2009 


1 1 1 
26. Se consideră numărul real s = 1-29-53- gw Arătaţi cá ѕє(1; 2). 
эу. хан sete Лы 1.2 
. tati cá s = 73 4 8 +... 22027 3' 


1 1 1 1 
28. Fie а= єр M şi b= 1867 УСУЛ 


este partea întreagă a numărului real x. 
29. Arátafi cá, pentru orice хє R este adeváratá egalitatea 


(тх +.. ЛЭ" хөөх). 


. Calculati [a]+[b], unde [x] 


(ex x Tox! ES 


зо. Calculafi ratia progresiei geometrice (b,),, cu termeni pozitivi, dacă b,*b,-6 si 

b, +b, 24. Examen Bacalaureat 201 1 
„=24. 

31. Se considerá progresia geometricá cu termeni pozitivi (5,), Si Sa =b +h reb, 

astfel încât b, -b 215 şi b, +b -5. 

a) Determinaţi Ь,. b) Calculati S, . 

32.Fie progresia aritmeticá (a,),, cu elemente numere naturale. Arătaţi cá гара 
progresiei este un număr natural. 

33. Fie progresia geometrică (В) „ cu toate elementele numere naturale. Агаар că таа 


progresiei este un număr natural. 
34. Stiind că doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, =6 si b, 24, determinaţi 
Model subiect MECTS, Bacalaureat 2011 


termenul b, . 
35. Se consideră funcția f : R — R, f(x) = х+1. Calculati suma 
f) r2) (2). 
36. Se consideră funcţia f : R  R, f (x) = 3x1. Calculafi sumele: 
$ = 1(0-3))+ Л)» (03) )+-+ f(C3)^) 
S, = f (0)+ /(1)+ /(2)* 5 f (11). 
37. Se consideră funcţia f : R — R, f (х) = 5х –1. Calculafi sumele 
S = f (0)- f (1)+ f (2)- £(3)* 9 f (50) ‚ B, = f (0)+ f (1) (2). f (50) şi 
8, = f(2)-r(2)«£(2)- (2) (2). 


m MATEMATICĂ — M1 


E 
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Tema 1.3 


Funcţii. Proprietăți generale. Lecturi grafice 


Fie A şi В două mulțimi nevide. Spunem că £f: 4— B este о funcţie dacă fiecărui 
element x e A îi corespunde un unic element f(x)e B. 


A se numeşte domeniul funcţiei f, iar B se numeşte codomeniul funcţiei f. Două funcţii 
sunt egale dacă au acelaşi domeniu, acelaşi codomeniu şi aceeaşi lege de definiție. 


Graficul funcției f : А — B este mulţimea С, = {(х, /(х))| хє 4] C Ax B. 
Imaginea funcţiei f : A — B sau (mulțimea valorilor funcţiei f) este mulţimea 
Im f =(ye B| Зхє 4, /(х) = у} = {/0)|хє 4). 
Observaţii. 1. M(u,v) eG, < f(u) - v. 
2. Funcţia identică a mulțimii A este 1,: 4 — A, 1,(x) 2x, Vx e A. 


1. Operatii cu functii | 

Definiţie. Fie D c R o mulțime nevidă şi funcţiile /,2: D — R . Atunci: 

e suma funcţiilor f ṣi g este funcția f g: D >R, (f + 2х) = (х) + gx); 

e produsul funcţiilor f şi g este funcția /-2:0-» R, (f- &)(х) = f(x) e); 

e dacă g(x) «0, Vx є D, cátul funcţiilor f si g este funcția 1 :DoR ШЕ „ЛӘ 

g g 80) 

Compunerea funcţiilor. Не/:4-»В şi g:B-—Cdouă funcţii. Funcţia 
89/:4-2С, (go fx)  g(f(x)), Ух є A, se numeşte compunerea funcţiilor g şi f. 

Observaţie. Compunerea funcţiilor este asociativă, dar nu este comutativă. 


2. Monotonia funcţiilor 


Definiție. Fie D с R o mulţime nevidă. Funcţia f:D->R este monoton (strict) 
crescătoare dacă pentru orice x, y € D, x < y, avem f (х) fo» (Ло) < f). 
Funcţia /:0-»Ё este monoton (Strict) descrescătoare dacă x, yeD,x<y, avem 
7092 70) ( /(х)> fQ)). 


Observatii. 


1. Dacă raportul de variaţie R,(x,y)= 70)-70) >0, Vx,yeD, xs y, atunci 
х-у 


funcţia f este stri i i 
Па f este strict crescătoare, iar dacă R,(x, y) «0, Vx * у, atunci f este descrescătoare. 
2. Compunerea a două funcții monotone, de aceeași monotonie, este o funcţie 


3. Funcţii pare, impare, periodice. 
Definiţie. Fie D c К o mulţime nevidă centrată în origine ( Vx e Do —x e D). 
a. Funcţia /: р —R este funcție pară dacă /(-х)- f(x), Ухє D. 
b. Funcţia f: D — К este funcție impară dacă f(-x) = —f(x), Vxe Р. 
Proprietăți 
1. Dacă f : DR este o funcție impará şi 0 e D , atunci f(0)=00(0,0)eG,. 
2. Suma f+g:D-—R a două funcţii pare (impare) f.g:D-R este tot o funcţie 


pară (impara). 


3. Produsul/cátul a două funcţii pare/impare este o funcție pară. Produsul/câtul dintre o 
funcţie pară şi una impará este o funcţie impară. 

4. Compuncrea a două funcţii pare/impare este o funcție pară. Compunerea dintre о 
funcţie pară şi una impară este o funcţie impară. 

Definiţie. Funcţia f : D — IR. este periodică cu perioada T dacă f(x+T)= f(x), pentru 
orice хє pentru care x+T eD. Cea mai mică perioadă pozitivă (dacă există) se 
numeşte perioadă principală. 

4. Simetrii ale graficului unei funcţii 
Definiţie. Dreapta x=a este axă de simetrie pentru graficul funcţiei f :D— R 
dacă f(a—x)- f(a+x), pentru orice x e D astfel încât a-x, а+хєр. 


Punctul M(a,b)e хОу este септи de simetrie pentru graficul funcţiei f:D—R 
dacă f(a-—x)+ f(a+x) = 2b, pentru orice хє D astfel încât a—x, a+xeD. 


Observaţii. 1. Graficul unei funcţii pare este simetric faţă de аха Oy. 
2. Graficul unei funcţii impare este simetric față de origine. 


5. Funcţii injective, surjective, bijective, inversabile 
Definiţie. Funcţia f : 4 — B este: 
e injectivă dacă pentru orice x,,x, є А, x, 2 x, avem f(x,)z f(x); 
e surjectivă dacă pentru orice y e В, există хє A astfel încât f(x) = y; 
ө bijectivă dacă este injectivá şi surjectivă. 
Definiţie. Funcţia /:4-» B este inversabilă dacă există o funcție g: B — A astfel 
încât go f =1; si fog=1,.Notăm g = f^! şi spunem că f^! este inversa funcției f. 
Observaţii 
1. Funcţia f : 4 — B este injectivă dacă şi numai dacă este îndeplinită una din condiţiile: 
a. Pentru orice x,,x, є A astfel încât f(x,)= /(x,), rezultă x, =x,. 
b. Pentru orice y e B, ecuaţia f(x) = y are cel mult o soluţie хє А. 
2. Funcţia f : 4 — B e surjectivă dacă şi numai dacă este îndeplinită una din condiţiile: 
a. Imf =B. 
b. Pentru orice y € B, ecuaţia f(x) = у are cel puțin o soluție x e A. 
3. Funcţia f :A-— B este bijectivă dacă oricărui element y e В îi corespunde un unic 
element x e A astfel încât /(х) = у. 
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' 9. Se consideră funcţiile /:К—›В,/ (х)=2х-1 я 


4. Funcţia f:4-»B este inversabilă dacă $i numai dacă este bijectivd. Inversa 
funcției bijective /:4-»В este funcția f" : B 4 care îndeplineşte proprietatea: 
ЈО) = у х= у (у), unde xe A şi yeB. 


РгоЫете ргориѕе 


: 1 
1. Arătaţi că zm este perioadă pentru funcția f : Е» В, f(x) = (x) + {2x}. 


E : : 
2. Arátafi că y este perioadă pentru funcţia f Pues R, f(x) = (3x). 


3. Determinaţi câte o perioadă pentru fiecare dintre funcţiile de mai jos. 
а) FRR, f(a) 0) D) g:R>R, (9-0 4 
3 

4. Determinafi a € R ştiind că funcția f : R — R, f(x) =(1—а?)х+4 este constantă. 

| | Bacalaureat 2011 
5. Агай că funcţia f : R2 В, f(x) = |4x -8|—2|4— 2x | este constantă. 

| | Variante bacalaureat 2009 
6. Arătaţi cá funcția f :[3,8] — В, ДО) =|х—-8|+|3—х]| este constantă. 


x + 


7. Arătaţi că funcţia /:(0,40) > В, f c Ы | este constanti, unde [a] este 


partea intreagá a lui a. 
‚ 8. Arătați că funcția f : (1,560) — R, f (х) = s este strict descrescătoare. 


g:R9R, g(x)=x+a. 
Determinaţi a € Е ştiind că fog=gof. 


m Se consideră funcţia f : RO В, f(x) -1-2x. Агаар că funcţia fofof este strict 


descrescátoare. Variante bacalaureat 2009 


11. Se consideră funcția f: R 9 В, f(x) = x* x. Calculati (f e fX0). 


Examen Bacalaureat, iunie 2006 
12. Determinați aeR ştiind că funcțiile f:R -R ‚ ГО) =X -4x şi g:R>R 
g(x)=ax+1 se intersectează într-un punct pe аха Ох. ' 


13. Pentru funcţia f:R9R, f(x) 2 х -4x42 determinati cel mai mare element al 


Ё mulțimii A-(xeR| f(x) x2]. 


14, Se consideră funcţia f:R—R, f(x) = x! -8x, Determinaţi suma elementelor din 


mulțimea 4 = (ae | /(а) - aj. 


15. Arátafi cá imaginea funcţiei f: RR f(x) 35 2*1 
xX -x 


este intervalul È : 3] . 


16. Determinafi mulţimea valorilor funcției f :R — R, f(x) = |х|. 
Examen Bacalaureat, septembrie 2010 
17. Se consideră funcţiile /: Е В, f(x) -x-1 şi g: RR, g(x)- х". Determinafi 
imaginile funcţiilor f eg si gef. 
x 


;-— şi Im f imaginea funcției f. 
x +l 


18. Se consideră funcţia f : R — R, f (x)= 
a) Агман că 1e Im f . 


„i 1 
b) Arătaţi cá cea mai mare valoare а funcţiei feste 57 


с) Arătaţi că -leimf. 

19. Arütati că minimul funcției f :R— R, f(x) = х* -2x^ este egal cu —1. 

20. Se consideră funcţia f:R—R, f(x) 2x!-1. Pentru o submulțime А a lui R 
definim mulțimea /7(4)-(хєЁ | f(x) e А}. Determinafi: 
a) /7:(0,2)): b) f' (8.49); 9 f^ (13,81); 
d) Determinati m € R pentru care mulțimea f~ ((m]) are un singur element. 

21. Determinati m,ne R ştiind că punctele A(1,0) si В(0,-1) aparţin graficului funcţiei 
1:Ё-Ё, f(x) = х? +mx+n. 

22. Arătaţi cá următoarele funcții sunt impare: 


SP RER, у= i; 
Xx 


a) f : R*2 R, noar- k 
х 


д) /:8-2В,/0)-8(х44241): Ф рэз) >R, f6) (23. 


Examen Bacalaureat, 2009, 2010 

23. Aflaţi ae К pentru care funcția f :R— R, f(x) = x(e' +е *)+а este impară. 

24. Determinati a-- b € В pentru care funcția f:R—R, f(x) 2x* нас +202 +bx+1 este 
funcţie pară. 

25. Fie f: R —>R o funcţie pară. Arátafi că f nu este injectivă. 

26. Fie /: В R o funcţie impară. Arátati că originea axelor de coordonate aparține 
graficului funcţiei f. 

27. Se consideră funcțiile f,g:R—R,f(x)22x41 si g(x)=ax+b. Determinafi 
a,b e R astfel încât fog=lg. 

28. Fie funcţia f :IR — R, f(x) = 2x *1. Arătaţi cá ыы нэ x 42" -1, pentru 


orice хє К şi orice ne N*. 
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29. а) Arătaţi că funcţia f :R —R, /(х)=х*+х+1 este injectivă 
b) Arătaţi că funcţia £f: R Э К, f(x) = x! -x «1 nu este injectivă. 
с) Verificaţi dacă funcţia f : К Е, /(х) = х? +х+1 este injectivă. 
d) Arătaţi că funcţia f£: N — №, /(х) = 3х+1 nu este surjectivă. 
Variante bacalaureat 2007, 2008, 2009 


30. Arătaţi că funcţia f :[1, +0) — [2, +0), f (x) = а: este inversabilă. 
x 


Variante bacalaureat, 2008 
31. Determinaţi inversa funcţiei bijective f: К — (0, +оо), f(x) = 27. 
32. Determinaţi inversa funcției bijective f : (0, оо) — (1,0), f(x) 2 x? - x41, 
Variante bacalaureat, 2008 
33. Fie g:R R inversa funcției bijective £:R—R, f(x)=x 42x43. Саїсшай 
g(0) * g(3) . 
34. Aflaţi a € Z pentru care funcția f :[1, +оо) — (,4ю), f(x) = x? -- 4x este surjectivă. 
35. Aflaţi a € R pentru care funcția f :(—9,a] > R, f(x) =x2—2x+2, este injectivă. 
36. Fie f :R —R o funcție bijectivă cu /()-2 şi f (/0))-4. Calculaţi f^ (4). 
Variante bacalaureat, februarie 2008 
37. Se consideră funcția f :R— R, f(x)=ax+b. Arătaţi că există o infinitate de perechi 
(a,b) e RxR pentru care fof =1p. 
Variante bacalaureat, 2009, enunţ adaptat 
38. Se consideră o funcție funcţia f : R > R. Мойт Н -(T €R| f(x4T) = f(x). 


а) Arătaţi că dacă T € H , atunci -TeH. 
b) Arătaţi că dacă T,T, e H „atunci T, +7, € H . 


Variante bacalaureat 2009, enunţ adaptat 


Tema 1.4 


Funcţia de gradul I. Funcţia de gradul al II-lea 


1. Funcţia de gradul | 
Funcţia f : R — В, f(x)=ax+b (cu a,beR, a 0), se numeşte funcție de gradul |. 
Graficul funcţiei f :R —R, f(x) = ax4b este o dreaptă de pantă a. 
Monotonia. Dacă а> 0, atunci funcţia feste strict crescătoare. 
Dacă a « 0, atunci funcţia feste strict descrescătoare. 


Ь 
x | =: +00 


Semnul funcției de gradul I /(х)| -sen(a) 0  sen(a) 


2. Funcţia de gradul al II-lea 


Funcţia f:R—R, f(x) = ax! +bx+c(cu a,b,c eR, az0), se numeşte funcție de 
gradul al II-lea. 


bY A 
Forma canonicá. ан) E Azb-4ac. 


2a 4 
Semnul functiei de gradul al doilea Observatii 
2-1-- f)»0, v кеўе 
х)»0, Vxe 
‚еш дш sgn(a) A<0 
x |-ю -£ +00 a>0 
2. A=0 = 70920, өвөр 
| Хо) | ана) 0 sgn(a) 5 
х —o0 Х, Х, A км " 6 
х) <0, УхєЕ < 
3,430 о) | sea) 0 -sga 0 sexo) A«0 
Graficul funcţiei f:R—R, f(x)=ax?+bx+c este о parabolă de vârf 


(-э>-1) , аха de simetrie х= TN care are ramurile orientate în sus dacă а> 0 şi 
2a 4а 2a 


în jos dacă a<0. 
Monotonia şi punctele de extrem 


x |—% m +0 
1. a»0 
Ло) N -€& ” 
b 
х |- "за +оо 
2.a«0 pu 


а<0 
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e Dacă a>0, min f == 
a 


» care se atinge în punctul (de minim) хэ E а 


Functia f'este strict crescátoare pe Е59 şi strict descrescătoare pe (— Z4 : 
а ' 2a 


А —— 
e Dacă a «0, max f = un care se atinge in punctul (de maxim) x — 225, 
а 2а 


Funcţia f este strict crescătoare pe ES 51 strict descrescátoare pe (---2| Р 
а а 


Ь 
.. . . А. Ms ^ +% "m 
Relaţiile lui Vičte. Fie x,, x, rădăcinile ecuaţiei ax? + bx - c = 0. Atunci ёс 
с 
Ez =— 
а 
Observatii. 
1.x x; (x tx) -2xx; += (x +x) —3х,х, (x, tx). 
2. Ecuația de gradul al II-lea cu rădăcinile x, si x, este x—sx4 p -0, unde 
$-2X*X,8 p=% X. 


Probleme propuse 


1. Determinafi funcția de gradul I al cărei grafic trece prin punctele 4(1,2) şi В(—1,0). 
2. Se funcția Г:Е ЭЕ, f(x)=2x+1.  Determinaţi funcția 
g:R — К, g(x)=ax+b ştiind că graficele funcțiilor f'$i g sunt simetrice față de: 
a) axa Ox; b) аха Оу; c) punctul О(0,0). 
3. Determinaţi funcția f:R—R ştiind că graficul său şi graficul funcţiei 
8:R — К, g(x)=-3x+3 sunt simetrice față de dreapta х=1. 
Variante bacalaureat 2009 
4, Să se determine a,beR ştiind că funcţia f [13] ә [a,b], f (x) =-2х+1 este 
bijectivă. 


consideră 


4 5. Determinaţi a,b € R ştiind că funcția f :[,4] [L7], f(x) = ах+Ь este bijectivă. 


6. Determinaţi m € К astfel încât funcţia f:R — К, f(x) = (т? —2)x—3 să fie strict 
descrescátoare. Variante bacalaureat 2009 
т-1 
2-2 
a) Determinati m ştiind că funcția f, este strict crescătoare. 
b)Determinati m ştiind că A(1,0) e G; 
c) Determinați m ştiind cá f, (1) > f, (3) . 
d) Determinaţi m ştiind că f, (1) = f, G) . 


7. Se consideră funcţiile f, :R — К, f, (x) = 


x*3, me R\{-1}. 


8. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale ecuaţiile: 
a) |х+1|= 2|х|; b) lx? - 4| 23x ; 
с) lx+2l+lx2+x-2]=0; d) |\х-3|+|4-х|=1. 
Variante bacalaureat, februarie 2008 
9. Rezolvaţi in mulțimea numerelor reale inecuaţiile. 


1 x х+1 x? —16 2 
— 22: ----51- >0; 4)(х-2 -3х42150. 
d Za ci P x х(х+4) 44 X 1 ) 


10. Rezolvaţi în mulțimea numerelor întregi inecuațiile. 
а) Зх? -5х+2<0; Б) —2x2+3x+520.;  ox'-5x +4<0. 
11. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale inecuatiile. 
a) х-1 53: b) |х-1-1х 4154: le-a. 
12. Rezolvaţi în mulțimea numerelor întregi inecuafiile. 
a) 1х+21<1; b) 12-4х]<2|х-3|;  oglx«2|«-le -4| «1. 
13. Se consideră funcţia f : (0,00) — R, f(x) 2 x -2m * 2. Determinaţi m e К astfel încât 
graficul funcției f să nu intersecteze аха Ox. 
14. Determinati toate funcţiile de gradul întâi /:Е — R strict crescătoare care în- 
deplinesc condiţia (fo /)(х) = 4x43, Vx eR. 


Variante bacalaureat 2009 


Variante bacalaureat, februarie 2008 


15. Determinati soluțiile întregi ale inecuafiei x^ -2x -8« 0. Bacalaureat 2010 


16. Arătați că soluţiile ecuaţiei x^ 4 2x —2 sunt iraționale. 


x +2x 
17. Determinati valorile reale ale lui m pentru care dreapta x = 2 este axă de simetrie a 


parabolei y = х? +mx+4. Bacalaureat 2011 


18. Determinati mulţimea valorilor funcției f: R —R, f(x) 2 x? - xl. 
Bacalaureat 2011-model subiect 
19. Determinati mulțimea valorilor funcţiei f : (0,00) э В, f(x) = —4x+1. 
20. Se consideră funcţia /:R  R, f(x) = x! -2x42. 
а) Determinati imaginea funcţiei fo fo f. 
b) Determinaţi ає Е ştiind că imaginea funcției  g:(—0,a)—R, g(x) = f(x) este 
intervalul [1, +0). 
c) Determinați тє Е ştiind că /(т-х) = f(m+x), Vx eR. 


21. Determinaţi meR ştiind că vârful parabolei у= х? +(2т-1)х+ т? +m este în 
cadranul I. | 

22. Determinati a € R ştiind că distanța de la vârful parabolei de ecuaţie y = x? +2х+а 
la axa Ox este egală cu 1. Variante bacalaureat 2009 

23. Determinati funcția f de gradul al doilea dacă f (—1) =1, f (0)=1, f£ (1) 23. 


Variante bacalaureat 2009 
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24. Determinaţi a,b € R ştiind cá vârful parabolei ух +ах+Ь este /(1,2) 1 

25. PunctulV(23) este vârful parabolei asociate funcţiei f:R—R, /(х) = +ас+Ь. 
Calculati f (3). 

26. Determinaţi a,beR ştiind că dreapta x —2 este axă de simetrie pentru parabola 
у= -х? +ах+Ь şi că punctul este M (1,2) aparţine aceleiași parabole. 


Bacalaureat 2011 


27. Determinaţi meR ştiind că vârful parabolei asociate funcției /:К-»Ё, 
f(x) = x +2x+ т? se află pe graficul funcţiei g :R —> R, g(x) = х? 


28. Se consideră funcţiile f, :R >R, f, (х) = mà -2(m-1)x e m«l, meR'. 
а) Determinaţi m ştiind că graficul funcţiei /„ nu intersectează axa Ox. 
b) Determinati mulţimea valorilor funcţiei f,. 
c) Determinafi imaginea funcției g : R >R, g(x)= f; (ѕіпх). 
d) Determinafi m ştiind cá dreapta x = 2 este axă de simetrie pentru graficul funcţiei f. 
е) Determinaţi m ştiind cá f(x) >0, Vx eR. 
Р Determinati m ştiind cá f(x) > 0, Vx » 0. 
29. Determinaţi m € R pentru care ecuația x^ —x+ m^ = 0 are două soluții reale egale. 
Bacalaureat 2010 
30. Fie funcţiile f:R—R,f(x)-2x*a si g:R9R, g(x) 2x?-a. Determinafi 


a €R pentru care (f » g)(x) > 0, oricare ar fi xe R. Bacalaureat 2010 


„31. Determinafi a € Е pentru care graficul funcţiei /:R9R, /(х)=(а+1р2 +а-)х+а-1, 
| intersectează axa Ox în două puncte distincte. 
Variante bacalaureat 2009 


32. Se consideră funcția f: R К, /(х)=(а-1)х*+2(а+1)х+а+1‚ аєЕ. 
| a) Determinaţi a ştiind că ecuaţia f(x) = 0 nu are nicio soluţie. 

b) Determinaţi a ştiind că inecuaţia f(x) > 0 nu are nicio soluţie. 

c) Determinafi a ştiind că graficul funcţiei feste tangent axei Ox. 


d) Determinaţi a ştiind că vârful parabolei asociate graficului funcției f se află pe 
dreapta x = 2. 


зз. Determinati аєК astfel încât valoarea minimă a funcției 

| f(x) = x +(2а-1)х+а? +1 este egală cu 2. 

34. Aflaţi aeR pentru care funcția /:(1,+©)-э R, f(x)- x? +(2а—1)х+а? +1 este 
strict crescátoare. 

35. Aflaţi acR pentru care funcția f:(—,2) > В, f(x)» X +(2а+1)х+а? +1 

| este strict crescătoare. - 

36. Determinaţi meR astfel încât rădăcinile x, şi x, ecuaţiei x «(2m43)x«m41-0 

verifică pe rând condiţiile. 


oll эрэх 


XX 


f:R>R, 


с) In -х,|=1; d) x, 12 x,. 


37. Se consideră ecuaţia х? –(2т-1)х+т-1=0, me R. cu rădăcinile x, si х. 
Determinafi valoarea minimă a expresiei хїх, + xx. 

38. Se consideră ecuaţia х? -(2т+1)х+т+1=0, тє cu rădăcinile x, şi x. 
Determinaţi m € К ştiind că х2х, = xx; 

39. Determinaţi m e R ştiind că rădăcinile ecuației х? +2(т-1)х+т-1 = 0 au semne opuse. 

40. Se consideră ecuaţia ax? +bx+c=0 cu coeficienţi reali şi cu rădăcinile x, şi x,. 
Arătaţi că dacă х, х, «0, atunci хх, ER şi x, & x,. 

41. Aflaţi m eR stiindcá (x eR] х -xem-0]o[xeR| x! -2x+m+10=0) « 2. 

42. Fie ecuaţia xi42x*a-0 cu rădăcinile х şi x,. Determinati aeZ ştiind cá 
х,,а,х, sunt în progresie aritmetică. 


43. Se consideră funcţia f:R—R, f (x)= T 


a) Determinati mulțimea valorilor үтер fi 
b) Determinati me R ştiind că f(x) < m, Vx eR. 
c) Determinafi n € R ştiind cá f(x) 2 n, Vx eR. 


44. Fie x, şi x, rădăcinile ecuaţiei х? +х-13=0. 


BEEN 
ж№+х,-12 xsx-12 
c) Arătaţi cá S, = x, * x; eZ, VneN. 


а) Calculati b) Calculati —————— 


p i -13 y E -13 


45. Fie x, si x, rădăcinile ecuaţiei х? +х-3=0. Determinaţi a,b €IR ştiind cá 


rădăcinile ecuaţiei x? + ax+b = 0 sunt 2. si 2, 
ХХ, 
46. Determinati o ecuaţie de gradul al doilea cu coeficienţi întregi care are o rădăcină 
x, = 1445. 
47. Determinaţi numerele reale a şi b ştiind că soluţiile x, şi x, ale ecuației 
x! —ax+b =0 verifică relațiile x, +x, =3 şi xjx; xx, =6. 


x+y=3 
48. Rezolvaţi sistemul LAM 5,unde xe К, yeR. 
y x 2 


2x4 y? 23 
49. Rezolvaţi sistemul | : á „unde xe R, yeR. 


x!42x-y!-2 
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Tema 1.5 


Puteri si radicali. Ecuatii irationale 


Funcţia f : R — К, f(x) = x", unde ne N, n>2, se numeşte funcţie putere. 

Funcţia f: D У В, f(x) = Ух, unde neN, п>22, şi D=R dacă n este impar, 
respectiv D = [0, +) dacă n este par, se numeşte funcţie radical de ordin n. 

Funcţia radical de ordinul 2 este /:[0,%)— R, f(x) = 4х , lar funcţia radical de 
ordinul 3 este f :R >R, f(x) = x . 


Proprietáti 


1. Funcţiile f, 2 :[0, о)  [0, о), f(x) = x?” şi g(x) = СОР: , unde neN*, sunt funcţii 
bijective, fiecare fiind inversa celeilalte. 


2. Funcţiile f,g:R—R, f(x) 2 x?"!! şi р(х) = ?"*/x, unde neN*, sunt funcții 
bijective, fiecare fiind inversa celeilalte. 


3. Funcţia putere de exponent impar este strict crescătoare pe R. Funcţia putere de 
exponent par este strict descrescătoare pe (-со,0| şi strict crescătoare pe [0, +оо). 


4. Funcția radical de ordin impar este strict crescătoare pe К. 
Funcţia radical de ordin par este strict crescătoare pe [0, +оо). 


5. Funcţia radical de ordin impar este convexă pe (-со,0| şi concavă pe [0,+о). 
Funcția radical de ordin par este concavă pe [0, +оо). 


Proprietăți ale puterilor 
Fie abe R*, r,seQ. 


Lozlgl-ÉE, 2 a-a =a"; 3. (a-b =a 5; 48 (8) =a"; 


& ise uf е BET UNA a 
a! b '  ' ретка e(0,1) avema' «a! «>з 
Proprietáti ale radicalilor 
Pentru a,beR şi mkeN, nk23 impare sau pentru ae[0,+0), Ьє(0,+ю) si 
n,k e N' numere pare, avem 


2. Va-b = Ya Yb; 


a n 


3. Me Be . "3 k. 
b 45” 50, 4. Ya Уа; 


1. Ҹа" = а; 


- ——— эв нв — эв 
= нв u— эвь өв зэв ә нь өв ә өв e- = аә -— Өв тв Ээ n» mom m n A — ч оч ч -— a ч == a-— a -— =з ш в» — — 


Probleme propuse 


4. Огдопай crescător numerele 


а) /2 Ya 45 Variante bacalaureat 2009 
b) 45 55. +8 Variante bacalaureat 2009 


] 1 1 
OREI 


à ВАЛЕЕВ _2Ё_. 


2. Агаў cá [dn ] -1, Vn e N, n22 , unde [a] este partea întreagă a numărului real a. 
3. Arátafi că numărul a = үл +443 + 47 -443 este număr natural. 


Variante bacalaureat 2009 
Rx 1 "9723 
4. Fie x e R astfel încât x 4 — = 4. Calculaţi x Ыт şi x to : 
х 


5. Fie funcția f:R>R, 
701), 7(42), (8). 


Fie neNW(0,] fixat. Determina un număr aeRW(0;]] pentru care 


а\аа.. a eN. 
адеб, 10, 


п radicali 
7. Dacă х=\/5-а+у4+а,ає[—4,5], determinaţi în funcție de x expresia 


45-а-44аа. 
8. Arătaţi că (47.0 e(1,2). 
9. Arătați că 461 616..46 є (1,6), pentru orice ne N, n22. 


[2 : 
10. Determinati a € © dacă aa =2°. 


11. Arátafi că (2 +1)(42 +1) (42 +1)( 2 +1)= БЛ | 


f(x)sx -4x42. Ordonaji crescător numerele 


6 


1 1 1 1 > 
i RR PRR t... t-r este natural. 
12.Arătaţi că numărul pe m B Baa 49984100 


Variante bacalaureat 2009 
13.Arátati cá numárul 43 -429- 1245 -4/5 este întreg. 
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*o» тыыр кта E Га 


14.Fie x € R astfel încât 5/5 - x -- 33x x = 3. Determinafi sr- A3. "Re zolvati în mulţimea numerelor reale ecuaţiile. 


15.Numărul y i : ; 
101 scris sub formă de fractie zecimală infinită este egal cu aaa 
p 


Determinafi a, . 


16.Rezolvaţi in mulţimea numerelor reale ecuaţiile. 


a) Jx+2 =x. 
b) Ух+1=х-5. 
с) х+ух=6. 
d) Ух-1-1-2х. 


17.Rezolvati în mulţimea numerelor reale ecuaţiile. 


a) Nx! -2x 412 x41. 
b) J2x-12x. 

с) Ух-1+/2-х=1. 
d) Ух+1=5-х. 

e) Мх-1- 


18.Кето!уай următoarele ecuaţii: 


цан 


E x4 
REM 
x44 
19.Rezolvati următoarele ecuaţii: 


a) J(x*2)(x«3) = 2. 
b) Jx «2-4x43- 412. 


20.Rezolvaţi in mulţimea numerelor reale ecuaţiile. 


Мх x41 5 


а) ——4—-- 


х+1 х 2 

b) Ух'+х-1+у]х' +х+2 =3. 
х Aie. E 
WE 


21.Rezolvaţi in с numerelor reale ecuațiile. 


a) Ух+1=2 

b) 1х-1-1-х. 
с) 4-х =1+х. 
d) Jx+1=1-2x. 


с) 


Variante bacalaureat 2009 


Variante bacalaureat, februarie 2008 


үт 
E esi ac —3-4/х-1 
2dx-245-1 +үх+3-4/х-1. 


| х 23.86 consideră funcţia file) К, f()- 


. а) Rezolvati ecuaţia f(x) -1. 
b Determinaţi тє R ştiind că ecuaţia / (х) = m admite cel puţin o soluţie reală. 


гї funcţia f :[1,+) >R, /(х)= = х+2Ух-1 4х-144х43444х-1 


24.56 conside 
a) Rezolvati ecuaţia /(х)-3. 


Bacalaureat 20 10 
b) Pentru тє [3, +), arătaţi că ecuaţia f (x) = m admite o singură soluție reală. 


Variante bacalaureat 2009 
Variante bacalaureat 2009 25.Rezolvafi în mulțimea numerelor reale ecuaţiile. 


а) ve =2. 

b) Ух+1+]х-3=2. 
с) х+2 dx =A. 
d) x+log, x dx =2. 
е) 4х4144х-5. 


26.Determinafi perechile (x, y) e R^ pentru care х+у+6= 24x -1« 44 y *2 


Variante bacalaureat 2009 


Bacalaureat 2011 


Variante bacalaureat, februarie 2008 


Bacalaureat 1999 
27.Rezolvati în mulțimea numerelor reale următoarele inecuaţii. 


а) \/х+2 <х. 
b) Vx+2 2x. 
с) 42-02 21. 


Variante bacalaureat 2009 


Variante bacalaureat 2009 


m MATEMATICĂ - М1 
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Тета 1.6 
Functia exponențială si funcţia logaritmică. 
Ecuatii si inecuatii exponentiale si logaritmice 
1. Logaritmi 


Definiţie. Fie а> 0, a £1 si х» 0. Unicul număr real y cu proprietatea а? =x se 
numeşte Jogaritmul numărului х în baza a 51 se notează log, х. 
Cu alte cuvinte, log, x = y dacă şi numai dacă a” =x. 
Observaţii. 1. Dacă a = 10, numărul log, x = 16 х se numeşte logaritmul zecimal al lui х. 
2. Dacă a = e , numărul log, x = In x se numeşte logaritmul natural al lui x. 
Proprietátile logaritmilor 


1, а®®&* = х, Vx»0; 3.log,a-lVa»0,az1; 5, x8? zy 


2.lg,a =x,VxeR; 4.1og,1-0, Va»0,az1; 
Operatii cu logaritmi 


Т. log, x+log, y -log,(xy) Vx, y» 0; — 3.log, x" = plog, х, Vx 2 0, Үр: 


х 
2. log, x - log, y = log, (=) Үх,у»0: 4. log , хэ lig, x, Vx »0, Vp e R*. 
p 
Schimbarea bazei unui logaritm 


1. log, x = log x 
lo 


>Va,b,x>0,a,bzl;  Consecinţă: log, x = lex ща. 
8,4 Іра а 


2. log, b:log,c=log,c, Va,b,c » 0, а,Ь #1; 


3. di. hos : 


, Va,b » 0, a,bzl. 
og, a 


2. Funcţia exponențială şi funcţia logaritmică 
Funcţia exponențială de bază a (а> 0, a #1 ) este funcţia f :R — (0, оо), f(x) - a". 
Funcţia logaritmică de bază a (a>0, а #1) este funcţia g: (0, o) Э R, g(x) = log, x. 
Proprietăți 


1. Funcţiile exponențială de bază a şi logaritmi TNNT 
dà garitmicá de bază t 
fiind inversa celeilalte. a Sunt funcţii bijective, fiecare 


2. Funcţiile exponențială de bază a şi logaritmică de bază a sunt funcţii strict crescătoare 
dacă a > 1 şi strict descrescătoare dacă a e (0,1) . 

3. Funcţia exponențială de bază a este convexă pentru orice a є (0,1)U(1,%). 
Funcţia logaritmică de bază a este concavă dacă a > | şi convexă dacă a e (0,1) 


-—- 
T = m өв өв ххх нв зэх = өм зах зэв зав Өв эх == Зэв — бэх — — 
човз өв өв өв эв өв өв өвь өм нь Ээ эвь зах энэ Өв өв өв зэв ан ава өв == 


Probleme propuse 


4 ар exemplu de numere a,b e N care îndeplinesc condiţia Va- log; b e N*. 


1 


тя Determinafi un triplet (a,b,c) e NxNxN care verifică condiţia 2^ < b «log,c. 


i Ё Сасшай: 
log; 10+ log; 6-log,15; b) log,12-log, 3-1og,9; 


с) 1085 35 -1og; 2; „1082012 (tg х) +108, (6х), x € (0,1); 
2 LA 3.log, 4-...:1og,,32; Л 4Hog;3 . 668668 


4. Агар cá: 
а) log 5 € (2,3); b) 3 e (log, 9,7 log; 2); 
© 9 2e (log, 4,5); d) 3B e(42,10g, 27). 
5. a) Exprimaţi, în funcție de а = log, 2, numărul b = log,2 18. 
b) Exprimaţi, în funcție de a = logo 2, numărul b = log; 20. 
c) Exprimaţi, în funcţie de a = 10р; 5, numărul b = log, 45. 
d) Exprimaţi, în funcţie de a = log, 3 şi b -1og, 5, numărul c «log, 60. 
Ж Calculati sumele: 
Pr = log, x--log, х? + log, x! +...+ log, x" , unde а,х> 0, а #1, ne N*; 


19 B= în x +1295 +13 5 4... 1n" "1/z , unde x» 0; 


" 


Bacalaureat 2009, Variante MEdC 


1 2 3 999 
C=lg—+1g—+lg—+..+lg—; 
С++ 180 
d) D= l pol e — -7 logi 10, unde neN*. 
162-164 184-168 162" 162"! n+1 
е) Е 1 1 1 


“og, 1+ 10р, 2+...log 10 1 log, + log, 2+...1од;10 tot үү 2-446107 
7. Calculaţi suma 8 = [Ig1] - [182] ^ [1g3] 161029 1. 
Bacalaureat 2008, Variante MEdC 
8. Fie a,b > 0. Агаў cá au loc următoarele echivalente: 
a+b a+b lga+lgb 
=—2——- ca 


lga*lgb 2.12 

a) lg — -————— ea^ «b! -7ab; 8) -- =b; 

018. 2 а т iae 2 

| 2a+3b _1ра+1рЬ а | d a+3b lga+lgb 

(gig 4252.80 87 o Cella: dig—-—-————ca-3b. 
LENT 2 p no: "gor 2 4 


Bacalaureat 2008 — 2009, Variante MEdC 
9. Aflaţi domeniul maxim de definiţie D al funcției f : D — R , definită prin: 
а) f(x) = log2(2x-4); b) f(x) -lg(x +1) * lg(x-D; 
с) у(х) = log; 41-37 ; d) ЈО) =108,,2(2-5); 
е) f(x) =10в,(х2-7х+12); P /(х) = log, (х2); 
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10. а) Arătaţi că funcția /: (0,00) > R, f(x) = x log, 2* este injectivá. 
b) Arătaţi că funcţia /: (0,00) — R, f(x) = x log, 2 este injectivà. 
11. Fie x e (0,1)U(1,) si numerele a,b,c > 0 astfel încât log, a, log, b, log, с sunt în 
progresie aritmetică. Arátati că а, b, с sunt în progresie geometrică. 
Bacalaureat 2003 
12. Fie numerele a,b,c,x€(0,1) u(1,0o) astfel încât log, x, log, х, log, х sunt în 
progresie aritmetică. Arătaţi cá 1+ log, a = 2log, a. 
13. Fie numerele distincte a,b,c e (0, о) 141) în progresie geometrică. Arătaţi că are loc 
log, х 108, х _ log, x- log, x 


egalitatea 
log, x log, x 


» pentru orice x e (0,o0) V (1) . 


14. Rezolvaţi ecuaţiile: 
а) 2 2512; 
с) (0,25) = 32; 


b) PI 2 49; 
d) 37-05 29; 


хх? 
е) gre = qi, ә EUM т 27. 
15. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale ecuațiile: 
a) 4% -5x+6 =16° : 5) 2* Ч .85+2 m 1679 ; 


<) ВЕ (5) -2; 9 9 3276 cgit; 
4 27 2 1 


4Y Юү? s 3 xl 25 1-х 625 
(5) (2) 73! »(i) (2) T3 


16. Rezolvaţi ecuaţiile: 
а) 2* +4 =20; 
c) 5*+57* =2; d) 16  —3.4* 24; 
e) P=! «27? -160, f 27 -3.27! 4820; 


2x+l x x -x 
8) 325 -10-3 "+27=0; В) 2* «16.27 =10. Bacalaureat 2009, Variante MEdC 
17. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale ecuațiile: 


2x г х х 
a) (2—3) =(7+43)”; 9 (2:1 «(42 1) 6. 
18. a) Arátati că, pentru orice număr real x, numerele 2*, 4*, 8* sunt termeni consecutivi 
ai unei progresii geometrice. 
b) Arătaţi că există un unic număr real x pentru care numerele 2*, 4*, 8* sunt termeni 
consecutivi ai unei progresii aritmetice. 


19. Determina; xeR pentru care numerele 31 0-3 н 2-6 тийн 
consecutivi ai unei progresii aritmetice. *f 
20. Rezolvaţi ecuaţiile: 


а) log, (3x2 -x-2)=3; 
©) log; (3x-2) «log; (x+2)=4; 


b) 9-320; 


b) log, (2 -3x41)-1; 
d) log,,2 (222 +5х+2)=2. 


| 


21. Rezolvaţi ecuaţiile: 
a) log; (log; (logs x))=0; 


b) log; [4-1og (x 4 3)] 21; 

c) log; (2x2 +1) –10р3(х+1) =1; d) log;s(x*1)-21og5 (3x -7) 2 -1; 

е) log3(x * 4) - log4 (2x -1) = 108;(20- х); f 1+1ов›(х +1) 2log5 (x2); 

g) logz(x *1) -log4(x*1)*logg(x41) 222; №) log; x+log 5 х+10845 х=14. 
Bacalaureat 2009, Variante MEdC 


22. Rezolvaţi următoarele ecuații în mulțimea numerelor reale: 
а) 2108х(9х)-310827 Х-6,: b) log,(9x)+log3x=4; 


с) logg(2x10)-1og,,43 71; d) log2 (2x) + 3log; (4x) 213; 
е) 182 x-51gx 46-0; f) 4lg* x- 101g? x? 36-0; 
g) log, (9* -6) - x; h) log; (9* +7) =2+1ов, (3 +1). 


23. Айай numerele reale x > 2 pentru care numerele log,(x—2), log; x şi 1ор„(х+4) 
sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice. 
24. Se consideră numerele reale а, х e (0,90), a £1. Demonstrafi că: 


n 1 
log ; x *log 23 x-* log 4 X+... ЮВ цан x = "T x , pentru orice ne №. 


25. Rezolvaţi următoarele ecuaţii în mulțimea numerelor reale: 
а) (Зхуовзх 2 81 : b) х1082(4) тэ 8 : 
| 2 
€) 310g100x 100 = 41081010; d) 107825 = 28625, 
е) 1орз(5-х)+21ову/3—х =1; Ров pi (x+1-Va+2)=2; 


26. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuația 


log; (Jx + x42)«21og, (/х+2 —\/х)=1орух. 


ze Fie a € (1, о) un număr real fixat. Se consideră expresia 


Е(х) = log, Yax + log, Yax + ов, foros, ©. „unde хє (1,00) . 
a x 


a) Verificaţi egalitatea E(a)=1. 


log, x, dacă x > a 


ов, а, dacá хє (La) 


c) Rezolvaţi ecuaţia Е(х)=а. 


b) Arátati cá Е(х)= | 


m MATEMATICĂ - M1 
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*. 2.Aplicatii ale numerelor complexe în geometrie | 


Tema 1.7 


Numere complexe 


C-(z-x-iy| x, y € R) „unde i? = —1, este mulțimea numerelor complexe. 


Dacă z=x+iy, unde x,y eR, numerele reale x şi y se numesc partea reală şi 


respectiv partea imaginară a numărului complex z; notăm x = Rez, >= Imz. 
Elementele mulțimii iR* = { iy| y e R\{0} } se numesc numere pur imaginare. 
Modulul unui număr complex z = x + iy este numărul real | z |= Jx? +y? . 
Proprietăți: 1. |z|>0, Vz eC; |z|-0 = z - 0. 
2. |2:-2:15121 125 |,Уг,2, €C. 
3. |z, +2, |< [2,|+[2, |,21,2, EC. 
Conjugatul unui număr complex z = х+ іу este numărul complex z = x— iy. 
Proprietăţi: 1. 2+2=4 +21, Vzm,z, eC; 3. |=, vze С; 
2. 2:2, Z,— Z2, Vz,z eC; 4. z:z=|zfP,vzec. 


Observaţii. 1. ze R dacă şi numai dacă 7-2 : 
2. z ei R* dacă şi numai dacă Z=-z. 


1. Forma trigonometrică a unui număr complex 


Pentru orice număr complex nenul z = x+ іу există şi sunt unice numerele reale r>0 
şi pe[0,27) astfel încât z = r(cosp+isinp). 


0, dacă x>0 şi y 30 
Avem г-| үх +y şi p= ag Je. unde = 41, dacă x « 0 
2, dacă x » 0si y «0 


Dacă х= 0 si y > 0, atunci p=; dacă х=0 şi y «0, atunci p - — 


T Operatii cu numere complexe scrise sub forma trigonometrică 
Ie z =r(cosp+isinp), z, = (соз 4150), 2, =n (cosp, +15їп ф,). Atunci: - 
1. zz, =ñ (соз(ф, + p)+isin(p +,)); 2. 2" =r"(cos np+isin пф); 
1 1 
3. 7 = 7(cos(- *isin(-g)); yai 
Ф) +іѕіп(-ф)); їгийн „мез —@,) +їзїш(ф| — ф,)). 


2 
Fie neN,n22. Rădăcinile de ordinul n sie numărului co 


sunt z, = (cos 2t +2 | 2327 
п п 


mplex z = r(cosp+isinp) 


) k 20,1,..,n—1. Rădăcinile de ordinul n ale 


unităţii formează mulţimea U, = {z e Clz =1) = -|нь2 s yint k =0,1,...п- jl. 
n n gy 


| 2 


A1. Formula distanţei dintre două puncte: MN =| Zy zy |. 
А2. Patrulaterul ABCD este paralelogram dacă şi numai dacă z,- zc = Zg *zp. 
A3. Fie punctele O(0), А(а), B(b), C(c), D(d) in planul хОу. Atunci: 


—Ó— — nno, — —— d- 
^ m(40B) - arg; b. m(BAC) = arg 7; c. m(4B,CD) = arg? с. 


-а 
[4 


а. ABICD 2 сен; e. BLOD o eiR*; 


a 
b-a 


f. A, B, C sunt coliniare dacă si numai dacă eR*; 


с-а 


д. А, В, С, D sunt conciclice sau coliniare dacă —— b-a b-d eR*. 
c-a c- c-d 


АА. Fie А(а), B(b), C(c), A'(a^), B'(b^), C(c”). Atunci: 
a. Triunghiurile Іа fel orientate ABC şi A'B'C' sunt asemenea dacă um 


c' ' 


с-а’ 
: HOP : E om b'-a' b-a 
b. Triunghiurile invers orientate ABC si A'B'C' sunt asemenea dacă — — = ——. 
с-а с-а 
Observatie. Triunghiul ABC este pozitiv orientat dacă sensul A-B-C, parcurs pe 
cercul circumscris triunghiului АВС, coincide cu sensul direct trigonometric. În caz contrar 


triunghiul ABC este negativ orientat. 

A5. Fie Rọ rotația de centru M şi unghi а. Considerăm punctele А(а), В(Б), C(c). Atunci: 
a. Dacă В = Rg(4), atunci b = a(cosa +isin a). 
b. Dacă C = R4(B) „atunci c-a=(b-a)(cosa +isin a). 


Probleme propuse 
4 Calculafi: 
p.d d l+i+i tci 
29) (-)042)-3Q- i); d (241)3-2i) -(0 -2i)(2- i) ; 
a-20-2)0-2)..0-79);^ рд) 42-47: 
(1- 2))8i -1) Y . 25 25. 
„l 5 [ 44301 4231 


Bacalaureat 2007 — 2009, variante MEdCT 


Ж Demonstrati că: 5 
A 25 " 25 eZ; b ar AP зү | 

./ ^ 4+3i 4-3 1-3i 143i 9 
foem +(3- ay ) ez; T arsi ua -i"* ем $ 

1 лү 2008 _ E 

" i. e) (sos +щ®) eR; pas -1-9 S 
Bacalaureat 2008 — 2009, variante MEdCT m 

: 33 


G» Determinafi x, y e R ştiind că Ха +2у+ y2- 443i. “2187 DOE x 


- b) Determinaţi numerele reale a pentru care 242i 


тєв. 
t ai 


: : | ; 
с) Aflaţi a € R pentru care numărul z = —— —— i 2 
i ў a(+2)+1-2; are partea reală egală cu 5 


Bacalaureat 2008 — 2009, variante MEdCT 
y Determinati numerele complexe 2 care verifică relaţia z - 7i — 6.z. 


b Determinați z e C piga са Z 2+1 - 
z+3 


27 
М Determinaţi numerele complexe z care verifică relaţia 2z4z =3+ 4. 
Bacalaureat 2008, variante MEdCT 


Pr не z € С. Arătaţi că dacă 22+3г2є R „atunci ze R. 


W Fie zeC. Arátati că dacă z? +22 > 24 „atunci zeR. 
| Bacalaureat 2009, variante MEdCT 


Y а) Calculafi Za i ‚ ştiind că 2 este soluţie a ecuaţiei z? -4z 416-0. 
27 
5) Сасшар 2 т----, ştiind că z este soluție a ecuației z? +a +9=0. 


: ч 
c) Calculati 22 —— , unde z este soluţie a ecuației 22-22-4-0. 


pw că dacă z e С" verifică relaţia z 2 гр iz =0, atunci z2!0 = Шон, 


" —2010 
Абар că dacă z e C" меза relatia 2? - Ер 3E = 0, atunci 22010 2 7^7. 


4 
ан că dacă z e C* verifică relația z+iz =0 , atunci (А) =-1. 
2 


t 9999 магмы 7 Г, ZUMIIMEL 


3 Determinati numerele complexe z өс verifică egalitatea: 


| а) z? =iz; b) 2 =. 
| Rezolvaţi în mulțimea numerelor complexe ecuațiile: 
| СА +100 =0; bz; - 2i; 
€) zi-4z45-0; d) 22 -8z42520; 
e) 2* 48:2 9-0; p (2:5) (e 1228, 1-0: 
2-1 2-1 2-1 
8) 22 -(1+)2+1=0; h) iz 4 (34izz42-2i-0. 


Bacalaureat 2008 — 2009, variante MEdCT 


is Arátafi cá, dacă = este soluţie a ecuației x? +x+1=0, atunci, pentru orice a,b,c e R 


are loc egalitatea (a+be+ce ?)(a 4 be? *ce)2 0. 


CM ibd dnd i-a - —À — ыг: 


N 1. Arătați că dacă о este soluție a ecuației x? —x+1 = 0, atunci, pentru orice a,b,c € R 
р) loc egalitatea (а-о co? a bo? co) 20. 
PE ele că 2Reaslal?, unde a este soluţie a ecuaţiei x2—2ax+a2+1=0, 
aeR. 
! . 1 : i ie ur eed Doa = 
ы a) Demonstraţi că dacă a € R şi а> T atunci soluţiile ecuaţiei ax” – (2a —1)x 
au modulul 1. | | Е 
b) Demonstraji că dacă aeR şi lal « 2, atunci soluțiile ecuaţiei х? -ах+1=0 au 
modulul egal cu 1. 
(3. Determinafi modulele soluțiilor ecuației 2009x? – 2.2008х+2009 =0. 
* v5/ Determinafi argumentul redus al numerelor complexe nenule z care verifică relaţia: 
а) z+z=|z]; b) |z-il=lz-1; 
"o 2-й=12-1; d) z? =-2i 
8 Demonstrati cá oricare ar fi z € C* imaginile geometrice ale numerelor complexe 


Ж 0, 2, z si 2+2 sunt vârfurile unui romb. 


d . . Li . 
emonstrati că oricare ar fi 26 C* imaginile geometrice ale numerelor complexe 


z, iz, iz şi iz sunt vârfurile unui pătrat. 
„ү @ Demons că imaginile geometrice ale soluțiilor ecuaţiei x^ =1 sunt vârfurile unui 
triunghi echilateral. 
1 emonstrati cá: | ET 
t. а) imaginile geometrice ale numerelor complexe z care verifică relația (z+iz) =0 
sunt situate pe dreapta de ecuație x+y =0. 


-ү4 
n^ b) imaginile geometrice ale numerelor complexe z care verifică relația (z-iz) -0 
sunt situate pe dreapta de ecuaţie х-у-0. 


! : 1 
288 4) Arátati cá dacă z e C astfel încât |z| =1, atunci 220 + ETT «2. 


* 


b) Arátati cá dacă z e C astfel încât А =1, atunci |z% 


PTS РЕ. 
nee 


—2009 . 
с) Arütati că pentru orice z e С are loc relaţia (220 – 12% (209 , 209)» o. 


: + alaz 
40 Demonstrafi cá pentru orice 2 є C* are loc relația гай" £2. 
1-cosa-isina ЭР” 
i i z = ———— ——— — . Arátati cá Rez =0. 
ЭГЧ ає®\{(2Е+1)л|Кє27,} şi z RU onm 
Dat onmia lige zDtHEnP care arti neZ şi peRi(gr|qeQ). 
"i l-itgo l-itgno 
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Ww 
л 


кан жкен rtc OON | Observat л Ао ај е cu n elemente şi В о — лайн cu m elemente. Atunci: 


11 «= £O wir PA." Г, ШОМ КЕС 


Tema 1.8 


Metode de numărare. Elemente de combinatorică. 
Matematici financiare 


* 


1. Probleme de numárare 


Pentru orice ne № se notează cu n!=1-2....:n şi 0!=1. 


Numărul submulțimilor unei mulțimi finite cu n elemente este 2”. 


Regula sumei. Dacă un obiect A poate fi ales în m moduri, iar un obiect B poate fi 
ales în n moduri, astfel încât nicio alegere a lui A să nu coincidă cu vreo alegere a lui B, 
atunci alegerea „lui A sau В” poate fi realizată în m+n moduri. 


Regula produsului. Dacă un obiect A poate fi ales în m moduri, iar pentru fiecare 
astfel de alegere, un obiect В se poate alege în n moduri, atunci alegerea perechii (А,В) 
poate fi realizată în m-n moduri. 


Principiul includerii şi excluderii. card( Au В) = card A+ card B ~ card( 4 A В). 


2. Elemente de combinatorică 


O submulțime ordonată cu k elemente а mulțimii 4 
(3,25, X) E AX...X A, în care x, * x; , pentru orice i, ј =1,К, is j. 
k-ori 
Permutări. Fie 4 = {a,,a,,...,a„} o mulţime cu n elemente. O permutare a mulţimii A 
este o mulțime ordonată formată cu cele n elemente ale mulțimii А. Orice funcţie bijectivă 
f: A— A defineşte o permutare a mulțimii A. 


Numărul permutărilor unei mulțimi cu n elemente este P, = п! (permutări de n). Prin 
convenţie, 5, =1. 


Aranjamente. Мал: submulfimilor ordonate си k elemente dintr-o mulţime cu n 


elemente este A = = п.(п-1)... 


(п-к +1) (aranjamente de n luate câte k). 


(n Es 


Combinări. Numărul submultimilor cu k elemente dintr-o mulţime cu n elemente este . 
k___ n! п.(п-1)-..(п-Ё+1) 
Rn k! 
Proprietáti 
1. Formula combinărilor complementare: СТ = 


(combinări de n luate câte k). 


ge. 
2. Formulă de recurenţă pentru combinári: CF + СКН 
3. C; «CL +... C? = 2". 


= С 4 


n+l > 
4. C? +С? +С} Cl +С CS +..= 2", 


k+l 


T Є „Ж 
ipa Si ae 


este un k-uplet: 


4.Dacă n& т, numărul funcțiilor injective f : 4 — B este egal cu 4, . 
! 
2.Dacá т=п, numărul funcțiilor bijective f :A— B este egal cu p,-n!. -— 
; cătoare/descrescătoare 7: 
R şi n<m, numărul funcţiilor strict cresc 
3. Dacă ABc 


este egal cu Сг 
3. Binomul lui Newton 
(a+b) = едас +.. Ска" +...+ С" , pentru orice a,b eC si ne N*. 


] termeni. 
1. Dezvoltarea binomialá are n + .. 
2. Termenul general al dezvoltării este T,,, = = Cta" *b* (termenul de rang k 1) 


3. С" se numeşte coeficientul binomial al termenului 7, 
ые: 


-—— 
аах зэв за - эв нв юэ == = 
- -æ mæ == 
a == = = = == == m = _= 
рт 
-—— = 
-— 


Probleme propuse 
nW(n*l) 15 
fcemina n e N pentru care (n-ijent ЯГ 
n (n +1)! 


P Determinaji n e N pentru care "ee ^ «24. 


rmin: 3 astfel încât С? ү-3. 
y^ e Ba adu =з Variante bacalaureat 2009 


P d ^ Determinati x e N, x22 astfel incát c? + ie =30. 


Determinati n e N, n22 astfel încât С? +42 =18. 
4 6. Arătați cá (20!) divide numărul 40! 


erelor întregi inecuaţia c ; >10. 
М кинин : , Variante bacalaureat, 2008 


га а) Rezolvaţi ecuaţia di +С" =4. 


ni ât cit = du 

цан е или Variante bacalaureat, 2008 
z 
/$. Calcula сэ up e. | 
Aca . Cin + xc, + Con $ 
то. Calculaţi кашы. "ИШ - 
2013 5 
ы = 
Да: Arătaţi că Саъ = CÀ,,, pentru oricare a,b e N*. z 
p "Агна că Clo, < Суз. : 
37 


Lil 


3$ Calculaţi Со -Cio + Cu, -C6 + CS -Co / 
24 Determinafi x€R pentru care CU + CZ, + с, + e +с® +С =2*, 


. . .. A е 
225: Determinaţi n ştiind cá C] +С) + CS +...=1024. 22 4029 ( 2-6 ) 


ax. Calculaţi 
4 


200 
Am Determinafi termenul care nu îl contine pe x din dezvoltarea (6 ©) : 
х 


0 1 2 100 
Соо + Cioo + Cioo +... + С 

0 2 4 100 * 
Соо + Cioo + Coo +... + Сію 


/ 9 
E 18. Fie ae R*. Aflaţi termenul care-l contine pe а“ din dezvoltarea [г у) 
3 


Variante bacalaureat 2000 
pi Determinati x ştiind cá suma dintre termenii al treilea si al patrulea din dezvoltarea 
5 
t ( 2* -1) să fie 20.2*. . Variante bacalaureat, februarie 2008 


А, Determinafi numărul termenilor rationali din dezvoltarea (v3 +472 n. 


21. Calculati sumele: 
a) ea ж 28:54 + 2? La HE: - Lo : 
b) C +С), +3° C3 4.3? C22. 
с) Co t5 C, c. 5" CIO. 
22. Din cei 18 băieţi şi 11 fete aflaţi într-o clasă se alege o echipă de 7 elevi. 
а) Determinafi in cáte moduri se poate alege această echipă. 
b) Determinati care este numărul de echipe care se poate forma ştiind că sunt 4 băieţi. 


23. Determinati numărul de segmente orientate cu extremitățile in vârfurile unui poligon 
convex cu 100 de laturi. 
У Aflaţi numărul de submultimi ale mulţimii (1, 2,3,...,18) care contin elementul "1". 


25. Determinati probabilitatea са alegând o funcţie f: {1, 2,3} > {1,2,3,4,5} aceasta să 
fie strict crescătoare. 


26. Determinați probabilitatea ca, alegând o funcție f : {0,1,2,3} —> {0,1,2,3} , aceasta să 
îndeplinească proprietatea J()* П) + /(2)+ f(3) 21. 


27. Determinati probabilitatea ca, alegând o funcție f: П, 2,3,4,5)-» {1,2}, aceasta să 
fie surjectivă. 
28. Un elev se joacă cu cifrele 1, 2, 3, 4 şi cu literele a, b, с, d, e, f, formând „cuvinte” cu 


5 astfel de semne diferite (cifre sau litere) intr-o ordine oarecare. 

а) Câte ,cuvinte" poate forma elevul? 

Ч M „Cuvinte” se pot forma astfel încât primele două semne să fie cifre? 

с) Câte astfel de „cuvinte” poate forma elevul astfel încât să folosească numai litere? 


29. a) Айан numărul de submuljimi cu 3 elemente ale mulțimii A = {1,2,...,8}. 


Uc me parasi 7 ivi. FERIA * L. LIUFALA * +. DUMITREL 


„E NE SE 


Determinafi numărul elementelor unei mulțimi care are 45 de 5ийтийш cu exact 


, ui el етеме. 


с) Айай эш 


: eJemente. ET 5 TOR imii 
ini dă mulțimea A= 40,1,2,....93 . Determinaţi numărul submulfimilor mulțimii 4 


dintre care exact două sunt numere pare. 


* pentru care mulțimea 4 = {1,2,...,п} аге 35 de submulfimi cu exact 


1 


- а 
E care ап S Berge Variante bacalaureat 2009 
xi de trei cifre distincte se pot forma cu cifrele 2, 4, 6 sau 8? 

30. de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 3, 5, 7 sau 9? 

nu neapárat distincte, se pot forma cu cifrele 1, 3, 5, 7, 9? 


Variante bacalaureat 2009 


a) Câte numere 
p) Câte numere j 
c) Câte numere de patru cifre, 


E л a) Айай numărul funcțiilor f : {1,2,3,4) — {1,2,3,4} cu proprietatea / (1) = f(4). 

iet ) Aflaţi numărul funcţiilor /:{0,1,2} — {2,3,4} care verifică relația f(2)52. 

i 9 Aflaţi numărul funcțiilor f : {0,1,2,3} — {0,1,2,3} cu proprietatea РА (0) = 0) 22. 
d) Aflafi numărul funcțiilor f : (0,1,2,3,4) — (0,1,2,3,4) cu proprietatea /(1) =1. 

{= hi ) АЙ aţi numărul funcțiilor f : {1,2,3} — {1,2,3,4} pentru саге / (1) este număr par. 

аЙ Aflaţi numărul funcţiilor strict monotone f : {1,2,3} > {1,2,3,4,5). 

ei Variante bacalaureat 2009 


32. a) Determinaţi probabilitatea ca, alegând un număr din mulțimea numerelor naturale de 
ia pdouă cifre, acesta să fie pătrat perfect. | 
* " b) Determinati probabilitatea ca, alegând un număr din mulțimea numerelor naturale de 
trei cifre, acesta să aibă exact două cifre egale. 
iul: e) Calculati probabilitatea ca, alegând un număr din mulțimea numerelor naturale de 
. . două cifre, acesta să aibă suma cifrelor egală cu 4. Ши 
d) Calculati probabilitatea ca, alegând trei cifre din mulțimea (0,1,2,...,9) , acestea să 
fie toate pare. ` 
| е) Determinati probabilitatea ca, alegând un număr din primele 40 de numere naturale 
nenule, acesta sá nu continá cifra 7. 
| P Determinaţi probabilitatea ca, alegând un număr din primele 30 de numere naturale 
„nenule, acesta să conţină cifra 1. 
' 8) Se consideră mulțimea А = (1,2,3,4,5,6). Alegem la întâmplare o submulțime 
| nevidă В a lui 4. Determinaţi probabilitatea са В să aibă toate elementele impare. 
Variante bacalaureat 2009 


33. Сасшан probabilitatea ca, alegând un element din mulțimea Un In eN,n< 100) , 
acesta să fie număr rational. 
34. Se consideră mulțimea A = (1,2,3,4,5,6). Calculati probabilitatea ca, alegând o 
pereche (а, Б) din produsul cartezian Ах A, produsul numerelor a si b să fie par. 


m MATEMATICĂ - М1 `` 
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3. Dreapta ín plan. 


Tema 1.9 | 


Vectori in plan. Geometrie vectorialà. 
Geometrie analiticá 


1. Vectori in plan | 
Regula paralelogramului: Їл paralelogramul ABCD avem AB+ AD = AC. 
Regula triunghiului. În triunghiul ABC avem AB+ BC = АС. 

Consecintá. AB = ОВ - OA, pentru orice punct O din plan. 


Înmulțirea vectorilor cu scalar. Pentru u un vector oarecare din plan şi pentru un 


număr real k, ku este un vector cu aceeași direcție ca şi u , de modul egal cu | |-|u| si 
care are acelaşi sens cu и pentru k > 0 şi sens opus lui u „pentru k <0. 

Teorema medianei (forma vectorială). Punctul M este mijlocul segmentului [4B] 
dacă gi numai dacă, pentru orice punct О din plan, avem ОА+ОВ -20M. 

Punctul care împarte un segment într-un raport dat. Pentru un punct M € AB 
astfel încât МА = k MB , avem ОМ = 04 ERI , pentru orice punct O din plan. 


Relatia lui Leibniz. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului АВС dacá si 
numai dacă О04-08-0С-300, pentru orice punct O din plan. 

Relaţia lui Sylvester. Fie H şi O ortocentrul, respectiv centrul cercului 
circumscris triunghiului ABC. Atunci ОН = 04+0B+0C. 


Produsul scalar dintre vectorii 4 şi 7 este 4-v -]ü|-|V |-cos(Z,v). 
Proprietăţile produsului scalar 


а) ууш; b) u-(v+w)=u-v+u-w;  fü-O0cülsy. 


— 


d) 29 «0c (4,9)» 7. 


; €) й-9> 06 (й,ў)<—; 


2. Vectori in planul хОу 

Un vector u = xi + yj are coordonatele (x, y) şi scriem (x, у). 

Proprietăţi importante. Fie Z(x, у) si v(x', y") doi vectori din planul хОу. Atunci 
1. |u E 4x! £y. 


3. ü-y = хч уу". 


2. й(х,у) = (х,у) e x 2x, у= y'. 
4. ü(x, y) LV(xS y) e xx уу'=0. 
5. cos(u,v) = IA FIY 


6. ü(x',y’ || v(x у?) е =. 


7. Vectorul de poziţie al punctului A(x,, y4) € хОу este r4 = x,i* y,J. 
| 8. Pentru două puncte А si B din planul хОу avem AB- (x, —x, )i+ ( Ya -yı у} f 


Fie d o dreaptă în planul xOy. Panta dreptei d este tangenta unghiului format de dreaptă 
си semiaxa pozitivă Ox. Ecuația generală a unei drepte d este d:ax+by+c=0. 


Proprietăţi importante. | | 

1. Dreapta care trece pin punctul A(x,. 4) şi are panta dată т are ecuația 
d:y-»,7n(x-x,). | F 

2. Dacă dreapta d are ecuația d: y = mx +n , atunci m este panta dreptei d. 

з. Dacă dreapta d are ecuația 4: ах+Бу+с=0, atunci panta dreptei d este egală cu 


a 
2-.,b*0. 
ma ib 


4. Două drepte sunt paralele dacă si numai dacă au pantele egale, adică 
4,|4, =т=т. 


5. Două drepte d, şi d, sunt perpendiculare dacă şi numai dacă m,-m, = -1. 
© 6. Distanța dintre punctul A(x,y,) şi dreapta d:ax+by+c=0 este 
| | ax, «Бу, +c] 
d(Ad)- —r———. 
( а? +b 


7. Dreptele d, :ax *& y tc, =0 şi d, :ayx * by +c, =0 coincid dacă aai, 
8. Dreptele d,:ax*by*c =0 şi d,:a,x+b,y+c. =0 sunt paralele (si neegale) 
dacá E. 5. + 5 : 
2 5 e . . . ^ 
. Chiar dacă nu este scopul acestui capitol, considerăm util să introducem aici câteva 
aplicaţii ale determinantilor în geometrie. 
9, Fie А(х„у) si В(хь,у). Ecuația dreptei AB cu 
x y 1 
determinantului este AB:|x, у, 1|-0. 
хв Ya | 


10. Fie А(х,,у,), B(xp. yg) 9 C(xc Yc). | 
Aria triunghiului ABC, scrisá cu ajutorul determinantului, este egalá cu 


scrisá cu ajutorul 


à i x, Ya ! 
хс Ус ! | | : 
11. Punctele A(x,,y4); В(хв,Ув) 9 C(xc, yc) sunt coliniare dacă şi numai dacá 8 
= 
x, у, 1 2 
А=|хь ув 1-0 Ч 
хс Ус 1 z 
——Á— M Da di imita ТЕЕ | | 
41 


———— nnnm ————— À e —— ——— — —— 


Probleme propuse > ... \ 


1. Se consideră triunghiul ABC şi punctele M, N ,P astfel încât AM = MB, BN = =2 T 


si АР = 2CP. Arătaţi că punctele M, N „P sunt coliniare. 


2. Se consideră paralelogramul ABCD şi punctele E si F astfel 
AE = EB, DF -2FE. ои că punctele А, F si C sunt coliniare. 


Variante bacalaureat 2009 


3, Se consideră triunghiul MNP şi punctul A astfel încât Mi- MN 


numerele reale a şi b pentru care PA = aPM + bPN . 


4. Se consideră paralelogramul ABCD şi punctul E astfel încât AE = чу; 


—AB 
numerele reale a gi b pentru care CE = a4B+bAD. 


5. Fie hexagonul regulat ABCDEF de latură 4. Calculati modulul vectorului AC«BD. 
Variante bacalaureat 2009 . 

6. Se consideră triunghiul АВС cu laturile 4B =3 şi AC — 4. Dacă D este punctul de 
intersecţie dintre bisectoarea unghiului A şi dreapta АВ, determinaţi numerele reale a şi 
b pentru care AD=aAB+bAC. 

7. Se consideră triunghiul ABC şi punctele M,N,P mijloacele laturilor 4B, BC, respectiv 
AC. Arătaţi cá AN + BP CM =0. 

8. Demonstrati cá pentru orice punct M din planul paralelogramului ABCD are loc 
egalitatea МА + MC = МВ+ MD. 


Variante bacalaureat 2009 


9. Fie M un punct din planul triunghiului ABC astfel încât AM + BM + CM -0. Агаар 
că M este centrul de greutate al triunghiului ABC. 


10. Se consideră patrulaterul ABCD şi punctele M şi N mijloacele laturilor AB şi CD. 
Arttafi са MN = _(ВС+ AD). 


11. Se consideră triunghiul ABC şi punctele M,N,P astfel încât AM = 2MB, BN = 2NC şi 
CP = 2PA . Атаў că triunghiurile ABC şi MNP au acelaşi centru de greutate. 


12. Fie Н ortocentrul triunghiului ABC. Агман că dacă АН-ВН-СН-0, atunci 
triunghiul ABC este echilateral. 


13. Se consideră triunghiul ABC, cu lungimile laturilor AB=c, AC=b şi un punct D 
astfel încât AD = bAB + cAC. Arütati că semidreapta [4D este bisectoarea unghiului 
BAC. Variante bacalaureat 2009 

14. Ín planul хОу se consideră triunghiul АВС astfel încât АВ = 4i -3j, AC =-51+ 12j 5 
Determinafi perimetrul triunghiului АВС. 

15. În planul хОу se consideră vectorii u = 4i 3j. 

a) Determinafi un vector v de lungime 6 coliniar cu и. 
b) Determinati un vector w de lungime 5 perpendicular pe u. 


м = M.ANURONACHE * D. SERBANESCU * M. PERIANU * С. CIUPALĂ * F. DUMITREL 


| 


încât 


Fide Determinaţi 


| 
| 
|] 


mat aeR pentru care vectorul 1=aî-3j este paralel cu dreapta 
ideră perm ABC astfe 
i lungimea medianei din А. 

i vectorului BG ,unde G este centrul de greutate al triunghiului АВС. 


l încât АВ = 4i4 3j, AC-is2j. 


I iderá triunghiul 4BC astfel incát AB- -4i*3j ja ЯС = 5i412j j. Determinaţi 
з bisectoarei din 4. | | 
, C are măsura unghiului А de 60, AB-4 şi AC-5. Calculafi 


Examen Bacalaureat, iunie 2011 


sistemul de coordonate xOy se consideră punctele М(1,-2), N(-3,-1), РС-1,2). 


Р i coordonatele lui О astfel încât MNPQ să fie paralelogram. 
Examen Bacalaureat 2011 


а; койдан аєЙ ştiind că vectorii и-2143) j şi у= (а-1)ї+ 7 au зонаи lungime. 


22. Fie vectorii u-mi*3j şi у= (т- 2) -j . Determinați т> 0 astfel încât vectorii и 


a is > să fie perpendiculari. 


"* cient cosinusul unghiului format de vectorii u-i*2j şi v=3i- 
Чи, Айан acR pentru care unghiul dintre vectorii п=ї+] şi v=ai-j este de v 


25. Se considerá triunghiul АВС astfel încât АВ = -4i*3j, ВС-1-2). Determinafi 


coordonatele vectorului AD , unde D este proiecția lui А pe dreapta BC. 


26. Arătați că unghiul vectorilor u -5i-4j j 91 у=2[+3] j este obtuz. 
Variante bacalaureat 2009 
27. 5е considerá triunghiul АВС astfel incát AB = —4і+ 3] j, BC =4i+ 3] Je Determinafi 
' lungimea înălțimii din A. 
28. Paralelogramul ABCD are AD —6, AB =4 şi m(ADC) 120" . Calculati [D+ 48|. 


Nei ta 
КБС 


Examen Bacalaureat 2010 

29. Determinaţi aria triunghiului ABC ştiind cá ВА = 21+} şi BG =-i+3j. 

30. În sistemul de coordonate xOy se consideră punctele А(1,4), В(3,1), С(—1,1). 

чы Determinaţi coordonatele vectorului AG, unde С este centrul de greutate al 
triunghiului ABC. 


31. Se consideră vectorii 5 şi v astfel încât lul=4, М-3 si соз(и,у) = 1202. 


Deeminai: аш; ЫБА; о) cose). 
32 Determina unghiul dintre vectorii u si v ştiind că ld = 3, M- 25i и-у =-3У3. 
erminafi ecuaţia mediatoarei segmentului АВ, unde 4(2,3) şi В(-3,-2) 


Variante bacalaureat 2009 
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34. În planul хОу se consideră punctele A(1,1) $i B(-13). 


a) Determinafi ecuaţia dreptei care trece prin O(0,0) si este paralelă cu dreapta AB. 
b) Determinaţi punctul С є Ox pentru care AC L АВ. 


35. Se consideră punctele 4(1,3), B(2,-1) si M(1,—1). Determinaţi coordonatele punctelor 
C şi Р pentru care patrulaterul ABCD este paralelogram cu centrul în М. 
36. Se consideră punctele 4(—1,—5) şi B(2,1). Determinaţi coordonatele punctului M 


zei Dna 
pentru care AM Bir ioni 


37. În sistemul cartezian de coordonate хОу se consideră punctele 4(6,0), B(0,6) si 
C(12,12) . Determinafi coordonatele punctului M (u,v) astfel încât AM = BM = CM. 
Examen Bacalaureat 2001 
38. Scrieţi ecuaţia dreptei ce conţine punctul 4(2,5) şi este paralelă cu vectorul и- 21-1 : 
39. Determinafi ecuația dreptei care trece prin punctul M(1,2) şi este perpendiculară pe 
vectorul и =і+ј. 
40. În sistemul de coordonate хОу se consideră 4(3,5), В(-2,5), С(6,-3). Determinati 
ecuatia medianei corespunzátoare laturii [BC] in triunghiul ABC. 
Examen Bacalaureat 2010 
41.Ín sistemul de coordonate хОу se consideră  4(2,D, B(-2,3), С(1,-3) şi 
D(4,a), ae R . Determinafi a astfel încât dreptele AB şi CD să fie paralele. 
42. Fie G(1,0) centrul de greutate al triunghiului ABC, unde 4(2,5) şi B(-1,—3). 
Determinati coordonatele punctului С. 
43. Calculafi distanța de la punctul 4(2,2) la dreapta determinată de punctele В(1,0) si 
C(0,1). 
44. Determinati a € К pentru care dreptele d,:ax+y+2011=0 şi 4,:х-2у-0 sunt 
paralele. 
45. Scrieți ecuaţia care confine punctul 4(3,2) si este perpendiculară pe dreapta 
d:x+2y+5=0. Bacalaureat 2011, model subiect MECTS 
46. În sistemul de coordonate хОу se consideră punctele 4(1,2) şi В(—2,1). Determinati 
ecuaţia perpendicularei în A pe dreapta AB. 
47. În sistemul de coordonate хОу se consideră punctele A (-2,3) şi B(0,1). Determinati 
distanţa de la punctul M (1,5) la mediatoarea segmentului [ АВ]. 


48. În sistemul de coordonate хОу se consideră punctele A(1,1), В(5,4) şi С(2,-3). 
Determinaţi ecuaţia înălțimii din C. 

49. Determinaţi aeR pentru care distanţa dintre dreptele 4:х-у42011-0 şi 
4,:х+у+а =0 este egală cu 2. 


| 50. Determinați a € К pentru саге dreptele distincte d, :3x+4y+2=0, d,:3x +4y=0 


şi 4,:3х+ 4у+а =0 sunt echidistante. 

Determinati ecuația dreptei d, ştiind că dreptele d, şi d, :x+2y+ 4=0 sunt simetrice 

față de axa Ох. | 

52. Determinaţi a+ b ştiind că punctele 4(L2) si B(-1, 1) | aparțin dreptei 
d:x+ay+b=0. 


51. 


53. Determinaţi m € R ştiind că dreptele d :mx+(m-2)y+2=0 şi d,:y=3x+1 sunt 
paralele. 

54. Determinaţi a+beR ştiind că dreptele 4:х+ау+2=0 şi d,:y=—2x+b 
coincid. 

55. Fie punctele 4(-1,3), В(1,-1) si C(a,b),unde a,beZ. 
a) Arătaţi că, dacă 2a+b #1, atunci punctele А,В şi С sunt necoliniare. 


b) Arătaţi că dacă b este număr par, atunci aria triunghiului ABC este un număr 
natural impar. 


Tema1.10 œ“ 


Trigonometrie. Aplicatii ale trigonometriei si ale 
produsului scalar in geometria рїапа 


1. Elemente de trigonometrie 
Cercul trigonometric este un cerc de razá 
1, cu centrul in originea reperului cartezian, 
Axa Ox se numeste si axa cosinusurilor, 
iar axa Oy se numeşte axa sinusurilor. 
sin 
(cos x, sin x) 


CQS 


Formule trigonometrice fundamentale. 

Pentru următoarele formule considerăm numerele reale a,b astfel încât să aibă sens 
următoarele formule. | 

1. Formula fundamentală a trigonometriei. sin? а +соѕ2а =1. 

2. Reducerea la primul cadran. 


IT 
27: si (2-2) cosa cs( -а| ны «1- Е о-о |+. 


2.2. sin(z —a) = sina, со5(л —a) = —cosa, tg(r -a) = —tga, сір(л-а) - —ctga. 
2.3. sin(z +a) =-sina, cos(z a) = —cosa, ір(л+а) = tga, ctg(r +a) 2 ctga . 
2.4. sin2z—a) - -sina, cos(2z—a) = cosa, tg(2z —a) ——tga, cta(27—a) = дра. 
3. Paritatea funcțiilor trigonometrice. 
sin(-a) = —sin a, cos(-a) = cosa, tg(-a) = —tga, ctg(-a) = —ctga . 
4. Periodicitatea funcţiilor trigonometrice. Pentru orice k e Z avem: 
sin(2kz +a) = sina, cos(2kz +a) = соза, te(kz+a)= tga, сів(кт+ а) = сіра, 


5. cos(a Б) = cosacosb x sinasinb , sin(a + b) = sinacosb + cosasinb, 
6. sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos? a-sin? a -1-2sin? a = 2005 a-1. 
T 
7. g(asb)- 1892180 Qo, 28а 
17 tgatgb 1-tgla 
& sin? 22828, о: 14300824 


2 


E 6 9, Transformarea sumelor їп produse si a produselor in sume 


a. sina tsinb = 2sin us cos 2 d. sinasinb - [esa 9 - costa) 
= 1 
b. TE ЛЫ ы т. 8, е. cosacosb => [cos(a-b)+cos(a+b)] 
a+b . a-b 


c. cosa — cos b = -2sin sin Э ; f. sinacosb= [5а – Б) +5іп(а+ [2] , 


- a*kz, Vk eZ. 


i 2t 
10. Pentru =e avem 5ша=——у, cosa = — 17 : 


1-4 


' 2. Aplicații ale trigonometriei si ale produsului scalar in 
geometria planá 


Considerăm triunghiul ABC cu notatiile cunoscute: а = BC, b= AC şi c= AB, R este 
raza cercului circumscris triunghiului, p este semiperimetrul triunghiului ABC, iar r este 
raza cercului inscris. 

Teorema cosinusului. În orice triunghi ABC avem a? = b? +с? -2bccos А. 


b Е T -2К 
sinC 


Teorema sinusurilor. În orice triunghi ABC avem —— = — 
sn A sinB 

Formule pentru aria triunghiului. Dacă notăm си S,,. este aria triunghiului ABC 
avem: 


S вс = m цагын ru pr „unde Л, este înălțimea corespunzătoare laturii a. 


Formula lui Heron $, = р(р-а)(р-Ь)(р-с). 


_ Formule pentru triunghiul dreptunghic. Dacá triunghiul АВС este dreptunghic cu 
: . : 1 
Ipotenuza BC, avem: S gc = х = LA мж ыз , iar mediana din A este m, = ga , 
a 


Formule pentru triunghiul echilateral. Dacá triunghiul АВС este echilateral cu 


2 
£ 45 PAAR rat si mediana din А este m, — h, ga 


3 3 : 
latura 5.5 = . 
a avem АВС 4 3 6 2 


3. Functii trigonometrice inverse si ecuatii trigonometrice 


Funcţia arcsin :[—1,1] > ЁН este inversa funcţiei sin: EH э [-11]. =ч 

р " $ , лл 5 
roprietăţi, 1. sinx = ye» x =arcsin y, хє -57 ye [-14]. E 

> 

0708 л л : : ш 

2. arcsin(sinx) = x, Vx e EL ; sin(arcsin y) = у, Vy e[-1,1]. 5 

E 3. arcsin(-x) = —aresin x, Vx e[-1,1]. н 

| ^ 47 


co e улашты Ее TAE Бэ 7 LZ, pina rata a 7 1Р1, E ENPI "7 М, з МГ PALA" T, VIII NEL 


4. Pentru x eR ecuaţia sinx=y аге soluții doar dacă y e [-1,1], iar 


mulțimea soluţiilor este egală cu (e arcsin y + kz |k e 2) : 


5. Dacă sin f (x) = sin g(x), atunci f(x) =(—1)* g(x)*kz, keZ. 


Funcţia arccos :[-1,1] [0,7] este inversa funcţiei cos: [0,7] [71.1]. 


Proprietăți. 1. cosx = y < х = агссоѕ у, хє (0, л], ye [-1, 1] i 


2. arccos(cosx) = x, Vx e [0,7]; cos(arccos y) = у, vy e [1,1]. 


3. arccos(x) = л - arccos x, Vx e [-1,1]. 


4. Pentru x eR ecuaţia cosx=y are soluţii doar dacă ує[-1, 1], iar 


mulțimea soluţiilor este egală cu (+ arccos y*2kz|ke 2) : 
5. Dacă cos f(x) = cosg(x), atunci f(x) = 5g(x)*2kz, keZ. 


6. arcsin x - arccos x = E. vx e[-1.1]. 


7. sin(arccosx) = cos(arcsinx) = Ji-x! , Vxe [-11] А 


Funcţia arctg :К-» (-&. z) este inversa funcției tg: ЇЕ S z) >R. 


Proprietăți. 1. tgx= y © x-arctgy,xe (44) yeR. 


2. arctg(tgx) =x, we(-5. z); tg(arctg y) = у, Vy eR. 


3. arctg (-x) = -arctg x, Vx eR. 


4. Pentru хє ecuaţia tgx— y are soluţii pentru oricey € R, iar 


mulțimea soluţiilor este egală cu {arctg y -- kz | e Z). 
5. Dacă tgf(x)=tgg(x), atunci f(x)=a(x)+kz, keZ. 


Funcţia arcctg : К — (0,7) este inversa funcţiei ctg:[0,7) — К. 
Proprietăți. 1. ctgx- y< x =агссіру, х e(0,), JER. 


2. arcctg(ctgx) = x, Vx (0,7); ctg(arcctg y) = y, Vp e R. 
3 arcctg (-x)= л - arcctg x, Vx e R. 


4. Pentru хє ecuaţia ctgx- y are soluţii pentru orice y e R, iar 


mulţimea soluțiilor este egală cu (агсав y + kz | e 2). 
5. Dacă ctg f (x) = ctg g(x), atunci /(х) = е(х)+Кл, keZ. 


6. arctg x+arcctgx = 7, VxeR. 


7. te (arcctg x) - şi cig(artgx) ==, VxeR'. 


Л | Probleme propuse 
1. Саїсшай: а) 5 = sin? 1° + sin? 20 4-...-- sin? 90°; 
b) P — sinl -sin2" -...-sin2011*. 
2. Саїсшай: а) S = sin 19 -- sin 2? +...+sin 360°; 
b) Р=соз1°.со$2°.....соз2011°. 
з. Calculaji: а) 1617-1827 “418897, 
b) со$1° -сов27 +...+соз179°. 
LB 
ѕіп10° соѕ10° 


5, Fie a € R. astfel încât tga = 2 . Calculafi: 


д. Arütafi cá - 


sina+cosa . b 2sin? а+1 
sina  ' cosa ' 
(078° — tg18? 


. Calculati а= —— ——— ———-, 
28 4 ва 1+ tg78^ tg18" 


7. Arütati că sin 40° -sin 140% = cos? 130°. 
8. Calculaţi: 
Л 


a) $їп75°соз15°; b) ET. -sin—; с) sin. 
12 12 12 


9. Determinaţi cel mai mare element al mulțimii (sin 1,sin 2,sin 3) : 


10. Comparati numerele sinl si cosl. 


11. Pentru sina-, г«(5.л), calculati: a) ѕіп 2а; b) іра. 


12. Ştiind cá sinx = 22 şi xe (ж) , calculati cosx. 


Bacalaureat 2011, model subiect MECTS 


e Fie x un număr real care verifică egalitatea tgx + ctgx = 2 . Arátati cá sin2x =1. 
Variante bacalaureat 2009 


6' 2 
din mulţimea А, acesta să fie soluție a ecuaţiei sin” x +cos' x 21? 


15. Calculati ZEE x € (o. z), 
. (л 4 
810 | ——x 
Ё | 


16. Dacă aeR astfel încât sina+cosa = D calculati sin2a. 


b = sin 108% cos 48° — cos108" sin 48°. 


14, Fie mulțimea A os PE зя). Care este probabilitatea ca, alegând un element 


Bacalaureat 2010. 
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17. Dacă a,b € К astfel încât sina-- cosb =1 şi cosa +ѕіп = — , calculafi sin(a- b). 


18. Pentru авс(92| astfel incát a-b-7 arátafi cá tgb-tga+tgb-tga= —1. 


2 
19. Arátati cá сов = pns : 


20. Determinaţi x€[0,7) ştiind că numerele sinx,sin2x,sin3x sunt in progresie 

aritmetică. 
21. Calculafi raza cercului înscris în triunghiul ABC ştiind cá AB=AC=5 şi BC=8. 
| Examen Bacalaureat 2011 


22. Se consideră triunghiul АВС cu AB = 6, AC -4 şi А = E . Determinafi. 


а) Aria triunghiului ABC. 
b) Perimetrul triunghiului ABC. 
с) Raza cercului circumscris triunghiului АВС. 


23. Se consideră triunghiul ABC. Arătaţi că dacă sin? A +sin? B = sin? С, atunci triunghiul 
ABC este dreptunghic. 


24. Fie triunghiul ABC. Arătaţi că dacă cos? A + cos? B = 2 cos? C , atunci а? +b? =2c2. 


25. Se consideră triunghiul АВС cu А -2 şi B = . Calculafi cosC. 


26. Se dă triunghiul АВС cu raza cercului circumscris R=6 şi А == . Calculaţi ВС. 


27. СаїсШай lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC, ştiind că BC=3 şi 


Cos A = b ‚ 
2 
28. Se consideră triunghiul ABC cu laturile a = 3, 9-3 si c — 4. Calculafi. 
а) АВ.АС 3 
29. Se consideră triunghiul ABC în care a+c = 2b . Arătaţi că sin A+sin C = 2sin В. 


b) Raza cercului circumscris. 


30. Аган că dacă în triunghiul ABC este adevărată relația а? sin2B =, atunci 
triunghiul este dreptunghic. 


31. Calculati sinusul unghiului ascuţit dintre diagonalele dreptunghiului ABCD, ştiind că 
AB =6 şi ВС =8. 


32, Se consideră paralelogramul ABCD cu 48-6, ВС-4 şi m(«4) - 60^. Aflaţi 
distanța de la D la AC. 
33. Determinati lungimea celei mai mici înălțimi a triunghiului ABC cu laturile 5,6 şi 7. 


34. Determinaţi lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic cu laturile în progresie 
aritmetică cu гайа 1. 


[ 


35. Se consideră triunghiul  ascuţitunghic АВС їп care аге loc relația 


40. Calculafi: 


sin B + cos B = sin C - cos С. Demonstraţi că triunghiul АВС este isoscel. 
Variante bacalaureat 2009 

6. Fie ABC un triunghi cu tg4— 2, tgB = 3. Determinaţi măsura unghiului С. 
Variante bacalaureat 2009 


3 


Determinafi raza cercului înscris şi raza cercului circumscris unui triunghi cu laturile 
3,4 şi 5. | Ш 

Determinafi numerele naturale a pentru care numerele a, a*1 51 a*2 sunt lungimile 
laturilor unui triunghi obtuzunghic. 


37. 
38. 
Variante bacalaureat 2009 
39. Calculafi: 


z1 43 1.43 -— З E 
а) arcsin 2 +агосов 273 b) «(7 +arcsinl; c) arctg 3 arcsin "HE 


d) arctg (з ) + arcctg( V2 ) + агссїв(—\/2 ) 5 е) сай —arcctg (-43 ) 1 


. 3 21 "E 211, 
ба) si (2ansin? ); b) cos геи : с) sin эрэн : 


441 
4) сов (= —arcsin | ; е) tg(2arctg 3). 
41. Rezolvaţi ecuaţiile. 
J2 
a) ах =, xe[027]; b) cosx-——,xeR; 


d) tgx- —3, x e(0,2); 


f) sinx = соѕх, x e[0,4z]; 


с) sinx *cosx =1, x e[0,27); 
е) ѕіп2х = соѕх, xe R. 
8) аде, x e[-7,0] A 


42. Rezolvaţi ecuațiile. 


а) si( = w(»-7). xeR. 


b) arctg VS vartgx o7, xeR. 
с) 3sin х + 3 соѕх = 0, xeR. 


d) sinx 214cos? x, xe R. 
e) аг. +arcsinx =Z, x e [-1,1]. 


Variante bacalaureat 2009 
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Partea 
Algebră (clasele Хї-ХШ) 


Tema 2.1. Permutări. Matrice. Determinanti 
(clasa a XI-a) 
Tema 2.2. Sisteme de ecuații liniare 
(clasa a XI-a) 
Tema 2.3. Structuri algebrice 
(clasa a XII-a) 
Tema 2.4. Polinoame cu coeficienţi într-un corp comutativ 
(clasa a XII-a) 


Sal: Tema 2.1 


Permutári. Matrice. Determinanti 


. $1. Permutári 


Definiţia 1. Fie n un număr natural nenul. O funcție bijectivă c : (1, 2, ..., nj (1, 
2,» п} se numeşte permutare de grad n. 
" "Mulțimea permutărilor de grad n contine n! elemente şi se notează 5,. 


2 3 4 A 
Exemplu de permutare. Funcţia o = | 813 i este o permutare de grad 4. In 


acest caz o(1) = 4, 0(2) = 1, o(3)= 3 si o(4) 2. i 

Înmulțirea permutărilor. Fie o şi t două permutări de grad n. же сот, unde 
„o“ este operaţia de compunere a funcţiilor se numeşte produsul ан аны o şi T şi se 
notează от. 


' Proprietăţi 
^ Înmulțirea permutărilor este asociativă, deci au sens expresii de forma 


ot =0:0-0-::0 , pentru orice o є S, şi orice număr natural nenul k. 
—— 


k ori 


1 2 
numeşte permutarea identică. 


1 п хн : : 
2. Permutarea е= | | are proprietatea се= eo = с, pentru orice сє $,, si se 
b б n 


(1) cQ 
3, Dacă o e 5, atunci permutarea Ё ) p ) 
1 


inversa permutării o şi are proprietatea co^! -0 0-6. 


о(п 
( | € S, se notează c !, se numeşte 
n 


. Inversiuni, semnul unei permutări 


Definiţia 2. Se numeşte inversiune a permutării с є 5, o pereche ordonată (i, j) є 
e {1,2,... n} x {1,2,. ~n} cu i <j si ofi) > o0). 

Noel inversiunilor unei permutări o se notează m(o) iar numărul (-1 y"? se notează 
z(o) şi se numeşte semnul permutárii с. Dacă e(o) = 1 (deci т(0) este par) atunci o se 
numeşte permutare pară, iar dacă e(o) = —1 (deci m(o) este impar) se numeşte permutare 
impară. 

Proprietăţi 

4, (ст) = e(o) - e(t) oricare ar fi o,re$,. 
5. £(e) = 1. 
: 6.5(0:) = (o) oricare ar fi сє $,. 
1 23 45 


“143 | Inversiunile permutárii o sunt (1,2),(1,3), 


Exemplu. Fie o 1 


t (1,4),(1,5), (3,4),(3,5),(4,5), deci m(o) = 7, e(o) = –1 si o este permutare impară. 


t 
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Definiţia 3. Fie i, j e (1, 2, 3.4. п} cu i + j. Permutarea сє $, cu proprietă, 


о(1)-7,0(/)-1 si o(k) = k pentru orice k e (1,2, 3,.. n) — i, j} se numeşte transpogis < 
si 


se notează (ij). 


25) 123456 r 
= є6,. 
Exemplu. ( 15342 6 Й 
Proprietáti 
7. (ij) = GÙ. 8. (0) = (10). 
9. (ij = е. 10. Orice transpozitie este o permutare impară. 
2. Matrice 


În cele ce urmează 5 reprezintă una din mulțimile Z ,Q,IR sau С, iar m şi n Sun, 
douá numere naturale nenule. 

Definiţie 4. O funcție А: (1, 2,... m) x (1, 2,... п} — S se numeşte matrice cu m lin 
n coloane (sau de tip (m, n)) cu elemente din mulțimea S. 

Imaginile unei astfel de funcții se aşează într-un tablou (tablou de tip matriceal) cu m 
linii şi п coloane, în care elementul de pe linia i şi coloana / reprezintă imaginea perechii 
(i, j) prin funcţia A, element care se notează a; є S. 


Ex TOME 
emplu. FD 11 


Mulțimea matricelor de tip (m, n) cu elemente din mulțimea 5 se notează MS). О 


ii şi 


pune Gu = 1, а = 0, a = 2, au =2,a2=-—l şi аз =1. 


matrice de tip (n, n) se numeşte matrice р ганса de ordin n, iar mulțimea lor se notează Л4,(5). 
Operații cu matrice 


Adunarea matricelor. Fie А, B € M„„(S), А = (aj), В = (b;). Matricea (aj + bj) e 
АА„.„($) se numeşte suma matricelor A si B şi se notează А + B. 


Înmulțirea cu scalari. Fie A = (aj) є М,,(5) si x є S. Matricea (хау) є Mí (S) € 
numește produsul matricei A cu scalarul х şi se notează xA. 

Înmulțirea matricelor. Fie А = (а) є M, (S) şi B = (by) e М,, (S). Matricea (са) € 
MS) unde ca = адбу + ардад +..+ анд, pentru orice i є (1,2, .. m) si k e (1,2, p} € 
numeste produsul matricei 4 cu matricea B si se noteazá AB. 

Proprietăți 

Dacă operaţiile de mai jos au sens, atunci: 

1. (4B)C = A(BC), deci înmulţirea matricelor, acolo unde are sens, este asociativă. 


2. A(B + C) = АВ + AC si (В + ОА = BA + CA, deci înmulţirea matricelor 685 
distributivă faţă de adunarea matricelor. 


3. Înmulțirea matricelor este operație algebrică pe mulţimea Л,(5), adică produsul AP 
are sens pentru orice А, В є /4,(5) si, în acest caz, AB e Л4,(5). 


| ae M si se 


€ M,(S) are proprietatea AJ, = 7, 4 = А, oricare ar fi 

numeşte matricea unitate. | 
га. Cum, în general, AB + BA, calculul algebric nu respectă regulile 
e. > 
ab en Astfel, de exemplu, (4-- B) = (А+ B(A* B) = 42+ АВ+ВА+ В?. 

AC . ! 
obişnuite 5 k kpk ci k i 4k-i pi 
т „Be MS) , atunci (АВ)* = А*В* şi (448/ = 9 САС В'. 
< Dacă AB = BA, cu 4 2. 


spusa unei matrice. Transpusa matricei 4 = (ay) є/,, (5) este matricea 
| Tran pm 22 

жар D. a ij e (1,... n). 
4-(5)€ Mnm(S) unde bj; = ау pentru опсег € ( T je{ } 


1 3 ees 4-1-1 1]e MZ). 


, 1 
emplu: 4 | 
1s 0 2 3 


Teorema lui Hamilton-Cayley 


i 0 0 
Fie А= diii e ЛМ). Atunci 4? — (a + d)A + (ad – bc); = О, unde О, = Ч | 
ut "o [4 d 

(in general, matricea de tip (m, n) cu toate elementele egale cu 0 se notează Omn). 


49 Determinanti 


Definiţia 5. Fie А = (aj) e /,(5). Numărul x £(0)4,,0)45,5-.4,,,, SE numeşte 


o es, 


--————-- 


йү 4, . d, 


d, . d 


. . . . . a n 2 
determinantul matricei A şi se notează det(4) sau ^ 231. Un determinant de 


ё, du d, 
ordin n este determinantul unei matrice pátratice de ordin л. 
JAM ау а 
* Determinanti de ordin doi. |" |= a, а, -а,а,. 
. а а, 
y *D а а, а, 
eterminanti de ordin trei. |2, a, 24, =d; an d +a A du +a; 05 0, — 


94, 05 а, 


~а 
| Р баа = dp би 95 7 04 05, 03. 
“ y. Вне Fie 4 є М, (S). Atunci: 

пеи) = det(4^. Datorită acestei propoziţii, orice proprietate a unui determinant 


i ж; inii este adevărată şi pentru coloane. 
Că A are o linie cu toate elementele egale cu 0, atunci det(4) = 0. 


3, : 
ч. Matricea B se obţine din A prin schimbarea locului a două linii, atunci 
- et(A), 
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atunci det(B) = 


coloanei j. Numărul бу = CD"? 
matricea A. Atunci det(4) = ад ба + ар бо +...+ din б (dezvoltarea după linia i). 


aria triunghiului ABC. Atunci: 


1. Fie permutările o = | 


4. Dacă А are două linii egale, atunci det(A) = 0.. 

5, Dacă B se obţine din A prin шше elementelor unei linii cu un număr a € $, 
atunci det (В) = a det(A). 

6. Dacă B se obţine din A prin adunarea liniei і cu linia j înmulțită cu un număr a € 5, 


det(A). 
7. A; (minorul (ij) este ir аараан matricei obținută din A prin suprimarea liniei i şi 
Aj se numeşte complementul algebric al elementului aj din 


8. det(4B) = det(A) - det(B) oricare ar fi 4, B e MS). 


4. Aplicatii ale determinantilor 


* Есиа{їа unei drepte determinate de douá puncte. 
x y 1 


Ecuația dreptei АВ, unde А(х\, уу) si B(x4y?), este x, у 1-0. 
x yl 
* Aria unui triunghi. 
хо»! 
Pentru punctele A, у), Bz) si Con) se notează cu A = |х, y, l| şi cu Suc 
x у; 1 


1 
а) Suc =>] A|; 


b) A, B, C sunt coliniare < A = 0. 


Probleme propuse 


TTL EpL 


31254 06135 С; 


а) Calculaţi oz si тос. 
b) Calculaji o. 


2. Fie permutarea e 8584 je 


41325 


а) Determinafi inversiunile lui o si calculati (ø). 


b) Determinaţi o. 


| 4 
З.Еїе permutarea z 87 Jes. 


4123 


a) Determinaţi cel mai mic număr natural nenul k astfel încât o* =e. | 
b) Calculati o^? , 


i, 7. Fie permutarea с ( 


: : 1234 
c) Rezolvaţi ecuaţia ox = 


: 1 2 3 4 56 
д. Se consideră permutarea o € $,, с = 


a) Determinafi o”. 

b) Arütati că т(с)-т(о7). 

с) Arătaţi că ecuația xi = с nu are soluţii în Sg. 

е с „бш 


Bacalaureat, 2008 


= „a,b є $5. 
32145S 21453 


a) Rezolvaţi ecuaţia ax = b,x e S; . 


5. Fie permutárile a 4 


b) Determinaţi cel mai mic număr natural nenul k astfel încât (ab) =e. 
c) Fie k e Z astfel încât b* = e. Arătaţi că 6 divide k. Bacalaureat, 2008 
6. Considerăm permutările zi dii |! b= Ї die je 4 ed ; , 
2341 3142 4312 
a, b, сє8,. 
a) Verificaţi dacă c este soluția ecuaţiei ax = xb. 
b) Атай că а“ = Б“. 
. с) Determinaţi o soluţie a ecuaţiei xb! = а?х,хє5,. 
Bacalaureat, 2009 
12345 
23451 


&) Determinati numárul inversiunilor lui o . 
:- , b) Determinaţi numărul elementelor lui A. 
с) Arătaţi că toate elementele lui Л sunt permutări pare. 


|e 5, şi mulțimea 4= fo" [п єМ| : 


Bacalaureat, 2009 
1 їр 2 -1 1 
,&Fie4-|0 2 lis 8-41 0 2|, 4BeM,(R). 
d 544 11-1 
a) Calculaţi A + B, 24 şi A — 2B. 
b) Саїсшай АВ, BA şi 42. 


1 3 


9. Fie matricele cu elemente reale А = Ё 4 


b 
| şi в=[ И анай că dacă АВ=ВА, 


atunci 4-8. 
| 1 


а 0 
10. Fie matricele cu elemente reale А | 1 


11 
| si в-| | Aragi cá АВ-(ВА). 


0 1 : 
| 11. Fie matricea cu elemente reale X 4 i o) . Агман că X +X’ +...+ X" =0,. 
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А : 11 
12. Fie matricea x«( em. (R). Calculati X +X? +..+ X", 


iesnaatrioelescucelementezealesd |1 ^ Vans ; 
13. Fie matricele cu elemente reale А = 0 1 „B= a 2] Determinaţi valorile reale 


ale numărului a pentru care АВ = BA. 
012 


14. Fie matricea 4-10 0 3|. 
0 0 0 
a) Calculaţi 4^. 
b) Calculati (1, — А)(1, + 4 4). 
-1 
15. Fie matricele 4-(1 2 3)e м, (Ҝ) şi B=| 2 [є Ma (R) . 
1 
а) Саїсшай AB şi BA. 
b) Calculati(B4)' ,n e N’. 
16. Pentru o matrice 4€ ЛИ, (С) notăm cu tr(4) suma elementelor de pe diagonala 
principală a matricei A. 
а) Arătaţi că tr(a4) = a tr( А), oricare ar fi 4e M, (C) şi aec. 
b) Атаў că tr(4 + B) = tr(4)+ tr(B). 
17. Demonstrati teorema lui Hamilton-Cayley: 4? — 
Ae. м, (C). 


tr( 4) A7 det(4)1, = O, , oricare ar fi 
18.Fie Ає/М,(С) cu det( 4) = 0. Arátafi că А” = (e(4))" А, oricare ar fi ne N,n>2. 
19. Fie Ae M,(C) cu 4? = О,. Arătaţi cá 4^ - O,. 


(a+b) +(a-b) (а-Бу -(a-b) 


; а b 
20. Fie “| Je МАС). Агмай că А" = 2 2 ‚ Oricare 
а (a*by -(a-bY (a+b) +(a-b)" 


2 2 
ar fin e N". 


2013 
Cala | : | ; 


-43 1 


i 5 -8 
22.Fie 4 jJ. MAR). Calculafi 4",n e №. 


8-1 2 
23. Fie matricea М-10 0 -1|. Calculati M",neN'. 
0 0 0 


` 28.Fie matricea А = m 


„33. Se consideră matricea 4-1-1 1 


a) Arătaţi că există a є R astfel încât А? = аА. 
* " 2008 
b) Calculafi (4 -A ) 
Adaptare bacalaureat, 2008 


1 3 
29. Fie matricea 4 = Ї » . Calculati det( 4? -5A- L) 7 


4 6 4 
şi B= : 
-2 -5 -3 
a) Verificaţi egalitatea det( А) = det(B) . 


Б) Demonstrati cá 4" — B" = (2 -1)(4 -В), oricare ar fi numărul n21 natural. 
Adaptare bacalaureat, 2011 


5 
30.Fie matricele 4 4 3 


-1 2 
31. Fie matricea A = 
2 2 


2 

E € M 2. a R ). 

a) Calculati det(4.4^). 

b) Arătați cá det(4'4) = 0. 

Adaptare bacalaureat, 2008 


b 
-32.Fie matricea A= k 2) eM, (R) . 
с 


а) Агай că det(4'4)20. 

b) Arătaţi că dacă 44' = A'A atunci (а-4)(8-с)-0. 
1-1-1 

-1 |єм, (В). 
-1 -1 1 

а) Calculafi det(A). | 

b) Demonstraţi că 4? – 4-21, = О). 
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N 


F 


| 0 1 1 
34. Se consideră matricea 4-11 0 1|eM,(R). 
1 1 0 
a) Саїсшай det(4). 
b) Demonstraţi că 4* — 4-21, =0,. 


1 01 000 
35. Se consideră matricele 4-10 0 0|,8-10 1 0|eM,(R). 
101 000 
a) Arătaţi că АВ = BA = О). 
b) Demonstraţi că (4+ дү” = 4? +В. 


: 11 1 0 
36. Se consideră matricele A = „= „Ba 


-] 1 1 1 


a) Sá se calculeze А. 


1 
0 


J 


b) Dacă B € МВ), BE, = ЕВ şi ВЕ, = Е.В arütati cá В = al, cua € R. 


0 -1 cost -siní 
37. Fie “| ЦЭР rea. 
1 0 sinf cosf 


a) Fie X e M, (R) cu AX = XA. Агмай că există a, b e R astfel încât X = f 


b) Агман că В" cosnt -sinnt 
Arătați c =|, 
sinnt cosnt 


c) Calculați 42995, 


Jem orice ne N*. 


Adaptare bacalaureat, 2008 


| 


38. Calculati complementul algebric al elementului egal cu 1 din matricea | —2 


l«i l-i 0 
39. Calculati determinantul 1-1 144 0|. 
1 l i 
r2 
40. Dezvoltaţi după prima coloană determinantul ї 3 
0 1 
х-3 


41. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale ecuaţia | х 


х 


Bacalaureat, 2009 
-1 2 4 

1 Sy 
-4 -2 0 


-b 


Жу 


E 1 1 1 
42.9) Ага că V, |a b  c|-(c-bY(c-a)Yb-a). 
| а? № с? 
1 1 1 1 
: a b c d 
b) Arátafi cá V, — fă dal (4-а)\(4-Ь)(4-с)(с—-Ь)(с-а)-а). 
a bed 
1 1.9 1 1 1 
as.Caleuati А,-|а b c|şiA=a Б с. 
ао pc a bg 
A4. Fie numerele reale а, b, c, funcția f: RO К, Дх) = х? + 2x +3 şi determinanții 
Жэ 10417 1 1 1 


4 =la b с|,В=| а b с 
d bP è f(a) f(b) f(c) 
` а) Arătaţi cá А = (a + b + c)(c - bX(c аЬ – a). 
ро, D) Arătaţi cá A = B. . 
с) Arătaţi cá pentru orice trei puncte distincte, cu coordonate naturale, de pe graficul 


funcției f, aria triunghiului cu vârfurile în aceste puncte este un număr natural 
divizibil cu 3. Bacalaureat, 2009 


45. Fie punctele А(0, 6), B(1, 4) si C(-1, 8). 
а) Arátati cá punctele А, B, C sunt coliniare. 
b) Scrieţi ecuaţia dreptei AC. 
46. Fie punctele А(0, 1), B(1, 2) si C(2,4). 
«z a) Scrieţi ecuaţia dreptei АВ. 
b) Calculafi aria triunghiului ABC. 
47. Fie punctele A(1, 0),8(2,-1),C(3,a). Determinaţi valorile reale lui a pentru care aria 
triunghiului ABC este egală cu 1. 
48. Fie punctele A(-1, 0), В(1,—1), C(a,a +3), unde a este un număr întreg. 
a) Demonstrati că punctele А,В,С nu sunt coliniare pentru nicio valoare a lui a. 
b) Determinaţi valorile lui a pentru care aria triunghiului ABC este egală cu 1. 
49, Fie punctele A(-1, 0), B(1, –1), С(3,5) si D(2,2). 
а) Demonstrafi că punctele B,C,D sunt coliniare. 
b) Demonstrati că aria triunghiului ABD este egală cu aria triunghiului ACD. 


50, Se consideră punctele Р, (a,,5,), k =1,2,3 şi matricea А = 5 ы | e M6, (R). 
; U 5 9 


Adaptare bacalaureat, 2009 


2 


vds 
а) Demonstrafi cá det АЖ ) > 0, oricare ar fi punctele A, P, P. 
^ 
2 b) Demonstraţi cá det(A4') = 0 dacă şi numai dacă punctele Р,Р,,Р, aparțin unei 
5 


. - drepte care trece prin origine. Adaptare bacalaureat, 2010 


=, 
2 
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Тета 2.2 


Sisteme de ecuatii liniare 


1. Matrice inversabile 


Definiţia 1. Matricea 4e M, (C) se numeşte inversabilă dacă există o matrice 
B e M, (C) astfel încât АВ = BA =. 


Dacă pentru o matrice A există o matrice B cu proprietatea din definiție, atunci B este 
unică cu această proprietate, se notează cu А şi se numeşte inversa matricei A. 


Teorema 1. Matricea 4 e М, (C) este inversabilă dacă si numai dacă деци) » 0. 
Calculul inversei unei matice. Pentru 4 є M, (C) , se notează cu А* matricea transpusă 


a complementilor algebrici ai elementelor matricei 4. Matricea А* se numeşte adjuncta lui A. 
1 


det(A) 


* 


Dacă det(4) + 0, atunci A” = 


b Я = 
Exemplul 1. Dacă 4C A atunci Эн Ч Dacă det(4) = 0, atunci 
с —C a . 


pal pol x ki 
det(4) det(4)i-c a 
Observaţii. Fie 4є М, (С) o matrice inversabilă. 
1. Dacă 4 e M, (К), atunci А! e M, (В). 
2. Dacă A e M, (Q), atunci А! e M,(Q). 


3. Dacă Ae M, (Z), atunci A" e M, (©), adică matricea A” nu are neapărat elemente 
intregi. 


2. Ecuatii matriceale 


Fie Ae M, (C), Be M, (C) două matrice inversabile si C € M, , (C) . Atunci: 


a) Ecuația AY = C, X e Mna (C) are soluţia unică X= AC. 
b) Ecuația XB = C, X e M, , (C) are soluția unică X= CB". 
c) Ecuația AXB =C, X € M, (C) are soluția unică X= ACB". 


3. Sisteme liniare 
ацХ tX, t.t AX, = b 


ах +а„х, +..+а,,х, =b, „cu mneN, a, eC, b eC, 


a, Xp. 0,5X) t aux, =b, 


Definiție 2. Sistemul 


Se numeşte sistem liniar cu m ecuații si n necunoscute (sau de tip (m, n)). 


| 
B 
| 
| 


Prin soluție a sistemului înțelegem un n-—uplu ordonat (x,x,,..:x,)e C" cu 


roprietatea că numerele x,x,,..,x, verifică cele m ecuaţii ale sistemului. Matricea 

A =(а, а,) є M „„(С) (adică matricea coeficienţilor necunoscutelor) se numeşte matricea 
sistemului. 

Definiţia 3. Un sistem liniar de tip (m, n) şi matrice A se numeşte sistem Cramer dacă 


n şi matricea sistemului este inversabilá. 


m = 
Теогета 2. Un sistem Cramer are soluţie unică. Soluţia (xi, х›,..., Xn) a unui sistem 


A A A 
Cramer se determină astfel: x, ш. ‚үзө х, = "3 , unde A este determinantul 
matricei A a sistemului, iar A; este determinantul matricei obținută din А prin înlocuirea 
; 21 b, 
ЭР" b, фа 
coloanei „i“ cu coloana b = н a termenilor liberi. 
b, 


Fie A e M,(C)si 1 < k < min(m, n). Un determinant obținut din determinantul lui А 
prin suprimarea a m — k linii şi n — k coloane se numeşte minor de ordinul k al matricei A. 


1 2 3 4 
"' Exemplu2. 4=|-1 -3 -5 -–7 |. Д, = | еѕїе minor de ordinul 1. 
4 3 5 9 
1 2 4 
СА, = ) : este minor de ordinul 2 şi A, =|-l —3 -7| este minor de ordin 3. 


4 3 9 


Definiţie 4. Fie 4€ М, (C), 420, , si 1 € r < min(m, n). Numărul r se numeşte 


rangul lui A dacá: 
а) existá un minor nenul de ordinul r; 
b) toti minorii de ordin strict mai mare decât r (dacă există) sunt nuli. 
Rangul matricei Om,» este 0. 
Proprietăţi 
1.r-rang(4)e€» а) ехіѕій un minor nenul de ordin k, şi 
b) toti minorii de ordin r + 1 (dacă există) sunt nuli. 
а) există A un minor nenul de ordin r, şi 
b) toti bordaţii lui A (dacă există) sunt nuli. (Un bordat al lui A 
este un minor de ordinul r + 1 obfinut din adáugarea la A a 
elementelor unei linii 51 ale unei coloane disponibile din A). 
3 4 


2. r = rang(4) = 


yz 
Exemplu 3. Fie 4=|2 1 -1 1|.Rangullui este 2 pentru cá a= om 
3 3 2 5 
123 12 
„ ar bordaţii lui Ay sunt Ду =|2 1 -1-05 A,,22 1 1-0. 
| 332 3 3 


B MATEMATICĂ — М1 


ГД 
л 


'eSisteme liniare 

Definiţie 5. Un sistem liniar se numeşte compatibil dacă are soluţii. Dacă soluția este 
unică, el se numeşte compatibil determinat, iar în caz contrar compatibil nedeterminat. Un 
sistem liniar fără soluţii se numeşte incompatibil. 


b, 


b 
5 EN . o . О 2 3 
Dacă A este matricea unui sistem liniar cu coloana termenilor liber b = , atunci 


b, 
matricea obţinută prin adăugarea la A a coloanei b, se notează A si se numeşte matricea 
extinsă a sistemului. 

Teorema 2 (Kronecker-Capelli). Un sistem liniar de matrice A este compatibil dacă şi 
numai dacă rang(4) = rang( A ). 
e Stabilirea compatibilitátii. Fie un sistem liniar de tip (m, n). 
— Se determină r = rang(A) şi fie A, un minor nenul de ordin r (minor principal). 
— Dacă r < m, se calculează bordafii lui A, cu elementele fiecărei linii disponibile 
din A şi coloana termenilor liberi (minorii caracteristici). Atunci rang( A )= rang(4) o 
toti minorii caracteristici sunt nuli (Teorema lui Rouché) 


e Rezolvarea sistemelor compatibile. Fie un sistem liniar de tip (т, n) şi matrice А, 
r = rang(4) = rang( А ) şi A, un minor principal al lui A. 

- Liniile (coloanele) corespunzătoare lui A, se numesc /inii (coloane) principale 
ale lui А. Restul se numesc /inii (coloane) secundare. 

— Ecuațiile corespunzătoare liniilor secundare se numesc ecuații secundare şi se 
suprimă. 

- Necunoscutele corespunzătoare coloanelor secundare se numesc necunoscute 
secundare şi se trec în membrul drept ca parametrii. 

- Pentru fiecare valoare a parametrilor se obține un sistem Cramer care se rezolvă. 


— Dacă r = n, atunci sistemul nu are necunoscute secundare şi este compatibil 
determinat. În caz contrar este compatibil nedeterminat. 


e Sisteme omogene 


Definiţie 6. Un sistem liniar se numeşte omogen dacă toti termenii liberi sunt пий. 


Proprietăți. Fie un sistem liniar de tip (m, n), de matrice A. 
3. Un sistem omogen este compatibil. El are soluția x, = x, =...=x, 20, numită 
soluția nulă. 


4. Un sistem omogen are soluţii nenule <> este compatibil nedeterminat <> rang(4) < n. 
5. Dacă m = n, atunci sistemul are soluţii nenule <> det(4) = 0. 
* Metoda lui Gauss 


М Sistemele liniare (S) si (9) cu acelaşi număr de necunoscute se numesc echivalente 
dacă au aceleaşi soluţii. 


' Deoarece schimbarea locului ecuațiilor într-un sistem liniar (S) transformă sistemul 
| intr-unul echivalent putem presupune că ац + 0. Pentru fiecare i є {2,3,...,т} înmulțim 


А : ГЖ : Р n T 
Prima ecuaţie cu -<L şi o adunăm cu ecuaţia „i“. În acest fel, în ecuaţiile 2, 3,... m 
а 
n 


| В 
necunsocuta x, are coeficientul 0. 


Păstrăm prima ecuaţie şi continuăm procedeul, atât cát este posibil, pentru celelalte 
pecunoscute. Se obţine în final un sistem pentru care stabilirea compatibilității este 


7 imediată. 
Exemple. 
х+2у-2=2 х+2у-2=2 х+2у-2= 2 х+2у-2=2 
4. 2х+у+2=4 ~ \ -3у+32=0 ~ у-2=0 ~ у-2=0 
-х+3у-2=1 5у-22 = 3 5у-22 = 3 32=3 
Sistemul are soluţie unică: x = 1, у= 1,2 = 1. 
х+2у-2+1=2 х+2у-2+1=2 х+2у-2-1=2 


5, 42x+y+3z—2t=1 ~ 4-3у+52-4=-3 ~ 4-3у+52—4: = 3. Sistemul este 


3х+3у+22-1= 4 -3у+52-4 = -2 0-1 
incompatibil. 
xtytz-l х+у+т=1 — a | 
6. 1 -2х+у+2=4 -4 3у+32=6 ~ | mu Fie 2 = a. Sistemul 
3х-3у-32--9 -бу-62=-12 


#2 devine ү 2 şi are soluţiile (-1, 2 — o, о), a є. 
Mee 


Probleme propuse 
: 132 
1. Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care matricea 4-11 2 -1| este inversabilá 
01 a 
în M,(R). 
€ 3 4 
2. Determinati inversa matricei А = 217 єМ,(0). 
12-1 
3. Determinaţi inversa matricei 4-13 1 1 |e M,(Q). 
00 1 
4. Fie A e M,„(Z ) inversabilă in /М,(0 ). Arátati cá 4 e MC) < det(A) = £l. 
010 
S.Fie 4-|0 0 1].Calculati A`. 
100 
102 
6. Ar&tati că matricea A=| 3 m 1| este inversabilá pentru orice valoare reală a lui m. 
| 01m 
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322 
7.Fie А-(2 3 2|. 
223 
a) Determinati a, b € R astfel încât 4 = aA + bh. 
c) Саїсшай 4”. 
1111 
8. еїегпипай inversa matricei A = mici 5 
0011 
0001 


9. Rezolvaţi ecuaţiile matriceale: 


a) f 2 3) хем). 


7 Х| x 2) xe). 


10. Determinafi valorile reale a lui m ştiind cá matricea А = C | are inversa egală cu 


adjuncta sa. 
i 1 01 
11. Determinafi inversa adjunctei matricei 4-10 1 1|e.M,(R). 
001 


12. Rezolvaţi ecuațiile matriceale: 


1-1 14 1 
а) Ё Jc à ME 


1—2 0 -2 
[7 д, ML -1 4 |, хєм,,(В). 

-5 8 

х+3у+52=4 

13. Rezolvaţi sistemul | 2x y-3z 23 . 

5х-2у+72=3 

х+у+2=3 

14. Rezolvaţi sistemul cara 

х+4у+42=27 

2х-3у+52=9 

15. Rezolvaţi sistemul Ё y-2z--2. 

3х+2у+2=7 


26. Determinati rangul matricei 


3x+y+4z=-—l 


46, Rezolvaţi sistemul 4 х43у-22-5. 


4х+3у+72=2 
4х-у-42--1 
17. Rezolvaţi sistemul į x+5y-4z=-1. 
i 2х+у-2=3 
х+у-42=-2 
18. Rezolvaţi sistemul 4 -7х+3у+22=-2. 
5х-4у+2=2 
1 
19. Determina(i rangul matricei А = 


3 
4 
1 
20. Determinati rangul matricei А = | 1 
3 


12 
21. Determinati valorile reale ale lui a şi b pentru care rangul matricei 4=|4 0 
52 
este egal cu 2. 
2121 
22. Determinaţi rangul matricei 4-11 2 1 2|. 
2121 


1 0-1 

23. Determinati valorile reale a lui m pentru care matricea 4-13-1 1 | are rangul 2. 

2-1 m 
-1 3 0 
-3 -1 -1|infuncfiede aeR. 
2 a 5 
2-10 3 
-1| în funcţie de a,b eR. 
2 
3 
5 | în funcţie de a,b, ce R. 
0 


24. Determina(i rangul matricei 


25. Determinaţi rangul matricei 


N ч к d U — шо N сє 


| 
== 
N 
о >` m. œ R 


4 
CAN 
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27.Fie matricea 4 = | 2a 2b 2c 
3a 3b 3c 
a) Calculafi rangul matricei A. 
b) Arătaţi că există matricele К e M; ( R) şi L e Mu(RR ) astfel încât = К. L. 
с) Arătaţi că există d e R astfel încât А? = аА. 


ипде а, b, сє *. 


Bacalaureat, 2009 


ооо 
28.Fie 4-|1 0 0| є M4R). 
110 
a) Calculaţi 4°. 


b) Aflaţi rangul matricei /, + А + A. 


c) Determinafi inversa matricei 7; + A. Bacalaureat, 2008 


1 2 -l 2 
29. Fie matricea 42|2 2 O|si B=|l|. - 
1.4 -3 5 


a) Determinati rangul matricei 4”. 
b) Arătaţi că ecuaţia АХ = В are o infinitate de soluţii X e М, (С). 
Adaptare bacalaureat, 2008 
a a+l a+2 
30.Fie matricea 4-15 5-1 5-2 |,сиа, be R. 


1 1 a 
а) Calculati det(A). 
b) Arütati că rang(A) 2 2, Va, b c R. Adaptare bacalaureat, 2008 
1001 0000 
E T S şi B= Je 
000 01 10 
100 1 0000 


а) Calculati AB + BA. 
b) Arătaţi că rang( A + B) = rang( А) rang(B). 
с) Атаў că( A+ B)" = 4" + В", oricare ar fi ne N”. 
х+2у=1 
32. Arátati că sistemul de ecuaţii liniare {5х—у=6 este incompatibil. 
3х-4у-0 
x + 2у+2=1 
ax + 3y+2z=0, аєЕ. Arátati cá pentru orice 
(a+1)x+y+z=0 
valoare a lui a sistemul are soluţie unică. 


33. Fie sistemul de ecuaţii liniare 


mx+y+mz=l 


34. Determinaţi toate valorile reale ale lui m pentru care sistemul 4 x+ y+mz=3 este 


i 3х-у-22-12 


incompatibil. 


35. Arătaţi cá pentru orice valoare reală a lui m sistemul de ecuaţii liniare 
3х-4у+2=1 
-x*y*2z-m are soluție unică. 


х+4у+т2 2-3 


x+y+z=b+l 
36. Determinati a,b € К pentru care sistemul 42x+y+z =b are cel puţin două soluții. 
х+ау-2 = -1 


2х-у+32 =1 
37. Arátafi că sistemul de ecuaţii liniare 4 х+у+2= 2 


х-2у+22=-1 


are o infinitate de solutii. 


| 2ax+ у+2=0 
38. Aflaţi valorile reale ale lui a pentru care sistemul de ecuaţii liniare | х+2ау+2=0 
x+ y-2z-0 


este compatibil nedeterminat. 


х+2у-32=3 
39, Fie sistemul + 2x- y+z=m ,undem, n e R. 
пх+у-22=4 
а) Determinaţi m şi n pentru care sistemul admite soluție x, = 2, у, = 2,2, = L. 
b) Determinati n € К pentru care sistemul are soluție unică. 


c) Determinati m şi n pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 
Bacalaureat, 2009 


x+ myt2z-]l 
xt (2m-l)y*3z-1 
x4 my (m—3)z = 2т-1 


40. Se considerá sistemul „meR. 


v а) Determinati тє R pentru care sistemul are soluţie unică. 
b) Determinati me Ж pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 
Adaptare bacalaureat, 2009 


2x-3y+4z-5t=-1 
x+9y+mz+t=3 
5х-бу+102+т=р 


41. Se considerá sistemul „m,npeR. 


a) Determinati p € Е astfel încât sistemul admite soluția (хо, уо, 20, to) cu z, =f = 0. 


B MATEMATICĂ — М1 


N 
= 


M. ANURUNACHE * D. 35EHBANESCU * M. PERIANU * C. CIUPALA * F. DUMITREL 


‚ b) Determinaţi т, лп, рє pentru care sistemul este compatibil, iar rangul matricej 
sistemului este egal cu 2. 
Bacalaureat, 2008 
x—-y-mz-i 
42. Se consideră sistemul 4 mx * y + mz 21—m,unde тє В. 
mx+3y+3z=-l 


a) Calculati determinantul matricei sistemului. 
b) Determinaţi m є R pentru care sistemul este incompatibil. 
Adaptare bacalaureat, 2009 
x+y+z=l 


43. Fiem e R şi sistemul јх+ту+2=1 „me R şi A matricea sistemului. 


X+ my + mz = —2 
a) Calculati det(A). 
b) Arătaţi cá rang(4) + 2 oricare ar fi m є R. 
c) Determinati valorile lui m pentru care sistemul este incompatibil. 
Adaptare bacalaureat, 2009 
ax +y+z=4 ' 
44. Fie sistemul 4x -2y +32 =6,а, b e R. 
3x-y-2zz-b 
a) Determinati a si b pentru care sistemul are solutia (1, 1, 1). 
b) Determinaţi a şi b pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 


c) Arátafi că pentru orice a e Z , există b є Z astfel încât sistemul admite soluţii cu 
toate componentele întregi. 


Bacalaureat, 2009 


x+ay=l 
45. Fie sistemul 4 у+аг =а,а € R şi А matricea sistemului. 
x+z=1l 


а) Arătaţi că sistemul este compatibil determinat, oricare ar fi a є В. 
b) Arătaţi că pentru orice a є R soluţia sistemului este formată din trei numere în pro- 
gresie geometrică. Adaptare bacalaureat, 2008 
x+2y+z=1 
46. Fie sistemul 42x- yz -1 ,undea, b eR şi А matricea sistemului. 
Tx-y+az=b 
a) Determinaţi valorile lui a pentru care sistemul este compatibil determinat. 


b) Determinafi valorile lui a şi b pentru care sistemul este incompatibil. 
Adaptare bacalaureat, 2009 


x+py+p'z=p? 
47. Fie sistemul 4х+4у+ 422 = 4° ‚шер, q, rec. 
x+ry+rz=r 
а) Calculati determinantul matricei sistemului. 
b) Rezolvaţi sistemul în cazul în care р, q, r sunt distincte două câte două. 


^q €) Pentru m = 0, arátati cá 


с) Arütati cá dacă (-1, 1, 1) este solufie a sistemului, atunci cel putin douá din numere 
р, 4, r sunt egale. 


Bacalaureat, 2008 
тх+у+2 = 0 
48 Fie sistemul omogen 4x *3y +22 =0,тє R. 
-х-у+42 = 0 


а) Calculati determinantul matricei sistemului. 


inati ile lui istemul are soluţii nenule. 
b) Determinati valorile lui m pentru care sistemu t jp€——À 
“1 $ í 


| 2х+у+2=0 
49. Fie 4 matricea sistemului 43x- y * mz -0, m € R. 
| -х+2у+2=0 


- а) Calculati det(A). | : 
x b) Determinati m € R pentru care sistemul are soluţii nenule. 
deybez 


2 


este constantă, pentru orice soluție nebanală 
2 
Zo — Yo Z Xo 


Vise di ы Bacalaureat, 2009 


x+ay+(b+c)z=0 
50. Fie sistemul 4x+by+(c+ а): -0,undea, be R. 
x+cy+(a+b)z=0 
a) Calculati determinantul matricei sistemului. _ 
b) Arátati că pentru orice a,b,ceR, sistemul are solutii nenule. 


c) Rezolvaţi sistemul ştiind cá a £ şi (1, 1, 1) este soluţie a sistemului.. 
Bacalaureat, 2008 
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Structuri algebrice 


1. Grupuri 

În cele ce urmează С reprezintă o mulţime nevidă. 

Definiţie 1. Se numeşte lege de compoziție internă (operaţia algebrică) pe С o funcţie 
„*“:GxGoG. 

* pentru fiecare pereche (a,b) € GxG , imaginea *((a,b)) se noteazá a*b. 

e perechea (G,*) reprezintă o mulțime nevidă G şi o lege de compoziţie internă „*“ pe G. 

Definiţie 2. Fie (G,*). O submulțime nevidá H a lui С se numeşte parte stabilă a lui 
С în raport cu legea „*“ dacă х*ує Н „oricare a fi х,ує Н. 

* dacă С = (2,,4,,..,a,) este o mulţime finită şi „*“ o lege de compoziție internă pe С, 


matricea (a, ) cu а, =a, *а, se numeşte tabla operației „*“ pe С. 


1si,jsn 


Exemplu: С = {0,1,2,3} şi a*b=|a-b|. Tabla operaţiei „*“ pe G este 


Definiţie 3. Perechea (G,*) se numeşte grup dacă sunt îndeplinite următoarele condiții: 
a) Legea „*“ este asociativă, adică (x* y)*z = x *(y*z) , oricare ar fi x,y,zeG. 
b) Legea ,*' are element neutru, adică există еє С astfel încât хже=ежх= х, 
oricare ar fi xeG. 
с) Toate elementele lui С sunt simetrizabile, adică pentru orice хє С există x'eG 
astfel încât x *x'—x'*x-e.(x' se numeşte simetricul lui х). 
Grupul (G,*) se numeşte grup comutativ (abelian) dacă legea „*“ este comutativá, 
adică x* y= y*x , oricare ar fi x,y eG. 
Exemple de grupuri: 
* grupuri numerice: (Z,4) , (Q,+), (8,4). (С,+), 07.4 (87), (C'..) і ((-15,. 
* grupuri de matrice: (M, (Z),+) : (M, (Q).«) j (M, (в), +) е (М, (С),+) Я 
* grupuri de permutări: (S, ,-) . 
Definiţie 4. Fie (G,,*) si (С,,е) două grupuri. O funcţie /:0,-» С, se numește 
morfism de grupuri (sau simplu morfism) dacă f(x*y)= f(x)ef(y) oricare ar fi 
х,уєбС. 


Dacă morfismul f :G, — С, este funcţie bijectivă atunci f se numeşte izomorfism. În 


* 2” caz spunem cá cele douá grupuri sunt izomorfe. 
Proprietatea 1. 


Dacă (G,,*), (С,,е) sunt două grupuri şi f: G, — G, este morfism atunci: 


a) 1 (е) = e, , unde e, şi e, sunt elementele neutre din С, şi respectiv С,. 
b) (х) =(/(х)) oricare ar fi x €G,, unde х! este simetricul lui x în G,, iar 
(f (x)) este simetricul lui f(x) in С,. 
Exemplu de izomorfism: Fie (G,,*)=(R,+), (С, ,°) = ((0,со),-) şi f:R (0,0), 
/(х)=2*. Cum f(x*y)2 27" 227-2" = у(х): f(y) oricare ar fi x; y eR si f este 


bijectivă, rezultă că f este izomorfism. 
Definiţia 5. Fie grupul (G,*) şi H o submulțime nevidă a lui G. Н se numeşte subgrup 


al grupului (G,*) dacă: 
a) x*ye Н oricare ar fi x,ye Н. 


b) x'e Н oricare ar fi x e Н, unde x' este simetricul lui x în grupul С. 
Exemple de subgrupuri 


1. Z este subgrup al grupului (Q,+). 
1 23 4 

4513 он Н -(6,д,07| este subgrup al grupului (5,,:). 

Proprietăţi: Fie grupul (G,*) şi HC G, Ний. 

2. Dacă Н este subgrup al grupului (G,*) , atunci (H,*) este grup si cele două grupuri 


au acelaşi element neutru. 
3. Н este subgrup al grupului (G,*) dacă si numai dacă х*у'є Н oricare ar fi 


x,y e Н „unde y' este simetricul lui y în grupul С. 
“o 4. Dacă Н este mulțime finită, atunci H este subgrup al grupului (G,*) dacă şi numai 
dacă H este parte stabilă a lui С în raport cu legea „+“. 

În cele ce urmează (G,-) este grup finit, adică С este mulţime finită. 


+ Teorema lui Lagrange. Dacă H este subgrup al lui С, atunci numărul elementelor lui 
H divide numărul elementelor lui G. 
у. Proprietatea 5. Fie хє(С,.). Există un număr natural nenul n astfel încât x" =e, 
unde e este elementul neutru al grupului G şi x" = x-x:x-...:x. 
nori 
Definiţie 6. Fie x e С. Cel mai mic numărul natural nenul k cu proprietatea că x* =e 
se numeşte ordinul lui x în G şi se notează ord(x). 
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g: 12345 і 2545 
Exemplu: Fie permutarea o = ( 2 = i 
з эз 1 БЫ 754551 35]® 


12345 
3 = = e, rezultă cá ord =3. 
4 l 234 ; , = 


Proprietăți: Fie (G,-) un grup finit cu n elemente, x e G si К = ord(x). 
6. х? =e, peZ & kjp. 

7. Н(х)= {е, х, Xx este subgrup cu k elemente al lui G. 

8. k|n. 


9. x" =e. 


2. Inele si corpuri 


În cele ce urmează A reprezintă o mulțime nevidá, iar „+“ şi „o 
compoziţie interne pe 4. | 
Definiţie 7. Tripletul (4, *,») se numeşte inel dacă sunt îndeplinite următoarele condiţii: . 


€€ 


sunt douá legi de 


1. (4,*) este grup comutativ. 

2. a) Legea „о“ este asociativă. 
b) Legea „o“ are element neutru. 

3. Legea „o“ este distributivă față de legea „+“, adică xe(y*z) = (xey)*(xoz) şi 
(x*y)oz 2 (xoz)*(yoz), oricare ar fi x,y,z e A. 

Inelul (4,*,») se numește inel comutativ dacă legea „o“ este comutativă. 

Exemple de inele 

1. (2,+,.), (Q,+,), (R+,), (С,+,.). 

2. (М, (4)..) unde A este unul din inelele Z, Q, R,C . 

În inelul (А,*,о) „legea „*“ se numeşte adunare şi se notează cu „+“ , iar legea „о“ 
se numeşte înmulțire şi se notează cu „+“. Elementul neutru al adunării se notează O, , iar 
elementul neutru al înmulţiri se notează 1,. 

Definiţie 8. Inelul (4,+,-) se numeşte corp dacă 0, «1, şi orice хєл, x «0, este 
simetrizabil în raport cu înmulțirea. 

Simetricul elementului x e 4—(0,) în raport cu înmulțirea se notează x" şi se numeşte 


inversul lui x. 
Exemple de corpuri: 


1.(0,+,.), (R+), (С,+,.). 

2. (o(Ja)... unde deQ, d>0, Jd eQ si 0(44) = ([а+6/2|ае0). 

Definiţie 9. Fie inelele (4,,+,:) şi (А4,,+,.). O funcție f:4,— 4, se numeşte 
morfism de inele dacă: 

а) /(х+у)= f (x)* f (y) , oricare ar fi x,y e A. 


b) /(х-у)= (х): f (y). oricare ar fi x,y e A. 
9 f (14 ) zl. 
` În condiţiile de mai sus, dacă A, şi А, sunt corpuri atunci f se numeşte morfism de corpuri. 


Un morfism de inele / 86 numeşte izomorfism dacă f este funcţie bijectivă. 
Exemple de morfism de inele (corpuri) 


е fi(68)2(6*). f (2) = z . Într-adevăr, 

a) f (a +2,)=л +z, =2 +2, ef(z)*f(z). 

b) f(z:z)9z:n-z:z = f (23) f(z) oricare ar fi z,z, €C, 

9 /@)=1=1. 

inelul claselor de resturi modulo n 

Pentru un număr natural n, n > 2 şi un număr întreg a, se notează cu a (mod n) restul 
împărţirii lui a la n. 

Pentru fiecare k € {0,1,2,...‚п—1} mulțimea (a eZ|a(modn)=k) se notează k, iar 
mulţimea (ôi. n-i} se notează cu Z,. Inelul (Z,,*,.) unde â+ b=a+b şi 


â+ Б = ab oricare ar fi a,b e Z se numeşte inelul claselor de resturi modulo n. 
Fiene N,n>2şia e Ж. Atunci elementul â este inversabil în Z, dacă și numai dacă 


(a,n)=1. Mulțimea elementelor inversabile ale inelului (Z,,+,-) se notează U (Z,). 
Cum U(Z,) -Z, -{ô} dacă şi numai dacă n este număr prim, rezultă că (Z,,+,:) este 


corp dacă şi numai dacă n este număr prim. 
Exemple: 


А-| ^ a-l ^ al 


аі, 37 25:4 =7,5 


^^ А А АСА 


1. U(2,) - (12,4,5,2,8) s 


Probleme propuse 


T. Pe mulțimea numerelor întregi se defineşte legea „о“ prin хоу=х+у-5. 
а) Arătați că mulțimea Н = Z(1[5,c0) este stabilă a lui Z în raport cu legea „о“. 
b) Arătaţi că legea „o“ este asociativă. 

2. Pe mulțimea numerelor reale se defineşte legea „о“ prin хоу= ўж £y -1. 
а) Arătaţi că legea „o“ este asociativă. 


b) Arătaţi că legea „о“ are element neutru. 
“Ре mulțimea numerelor reale se defineşte legea „о“ prin xoy=3xy+3x+3y+2. 


* а) Verificaţi că xo y =3(x+1)(y+1)-1, Vx, y eR. 
b) Arătați că mulțimea (-1,00) este stabilă а lui R in raport cu legea „о“. 


Simulare bacalaureat, 2002 
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4. Pe mulţimea numerelor reale se consideră legea „+“ definită prin 
x*y-2xy-6x—6y421. 
a) Arátati că mulțimea (3, co) este parte stabilă a lui R în raport cu legea „*“. 
b) Ar&tati că legea „*“ este asociativă. 
c) Determinaţi elementul neutru al legii „*“. Bacalaureat, 2000 


5. Pe mulțimea numerelor raționale se defineşte legea asociativă „о“ Prin 


1 
xey e (2x62). 
a) Arătaţi că mulțimea H = ОП [-2,c0) este stabilă a lui Q în raport cu legea „о“. 
b) Arătaţi că legea „о“ are element neutru. 


c) Determinaţi elementele simetrizabile ale lui Q în raport cu legea „o“. 
6. Pe mulţimea numerelor reale se defineşte legea „о“ prin хоу= ху-бх-бу+а, unde а 


este un număr real. 
a) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea „o“ este asociativă. 


b) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care legea „o“ are element neutru. 
7. Pe mulțimea numerelor întregi se defineşte legea „o“ prin xoy=xy+5x+5y+a, unde a 
este un număr întreg. 
a) Determinaţi valorile întregi ale lui a pentru mulţimea Z — (-5) este parte stabilă a lui Z 
în raport cu legea „o“. 
b) Determinaţi valorile întregi ale lui a pentru care legea „o“ are element neutru. 
8. Pe mulțimea numerelor întregi se defineşte legea „о“ prin xoy=5xy+6x+6y+a, unde 


a este un număr întreg. 
а) Arătaţi că pentru a = 6, legea „o“ este asociativă. 
b) Arátati cá pentru a = 6, legea „o“ nu are element neutru . 


xy 


9. Pe intervalul (0,2) se defineşte legea asociativă „o“ prin xey- —— ———. 
2-х-у+ху 
а) Arátati că legea „o“ are element neutru. 


b) Arătaţi că toate elementele din (0,2) sunt simetrizabile în raport cu legea „о“. 


10. Pe intervalul (0,со) se defineşte legea „o“ prin хо у= : 
а) Determinaţi elementul neutru al legii „о“. 
b) Determinaţi elementele simetrizabile ale lui (0,c0) în raport cu legea „o“. 
11. Pe mulțimea Z se defineşte legea asociativă „o“ prin xoy=—3xy+7x+7y—14. 
а) Arătaţi că e = 2 este elementul neutru al legii „о“. 
b) Determinaţi elementele simetrizabile ale lui Z în raport cu legea „o“. 
12. Fie mulțimea G = (4 e M, (R)]A- А '= I, unde A' este transpusa matricei А. 
а) Arătaţi că С este parte stabilă a lui M, (R) în raport cu înmulţirea matricelor. 


b) Arătaţi că (G,.) este grup. Adaptare bacalaureat, 2007 


PLIN Y l ses. şi G=(o"|neN). 


1 2 3 4 5 


а) Determinati numărul elementelor lui С. 
b) Alcătuiţi tabla înmulţirii permutárilor pe С. 
с) Агман că (G,-) este grup, unde „„-“ este înmulţirea permutărilor. 


. а ЗЬ 
14. Se consideră mulţimea М = l a Je: e 2 . 
a) Arátati cá M este parte stabilă a lui М, (Z) їп raport cu inmulfirea matricelor. 
b) Arătaţi că oricare ar fi a€ Z, numărul а? +1 nu se divide cu 3. 
с) Arütati că dacă A e M „atunci det(4) + -1. 
d) Arütati că dacă Ae M si A” € M „atunci det(A) =1. 
15. Ре R se defineşte legea de compoziție x* y ^ x-* yt xy. 
a) Arátati că legea este asociativă. 


Bacalaureat, 2007 


i 1 1 1 
d lculati 1+ —5*—*...* ——. Adaptare bacalaureat, 2008 
b) Calculat 2 3 2008 р calaurea 
ata xy 
16. Pe mulţimea (0,0) se defineşte legea хоу = to | 
ху 


E 
a) Arátati cá (уг (1141) oricare ar fi x, y,z Є(0,90). 
x 9 z 


b) Arătaţi că legea „о“ este asociativă. 
1 
100 


17. Se consideră mulțimea de funcții G -[ Jaa R >R Sas (x)=ax+b, a eR,b ER} : 


а) Demonstra(i că operaţia de compunere a funcţiilor de la R їп R este lege de 
compozitie pe G. 
b) Агаў cá С este grup în raport cu operația de compunere a funcțiilor. 
Adaptare bacalaureat, 2008 
log; y 


i c) Calculati 29 i o n 0...0 Adaptare bacalaureat, 2009 


18. Pe mulțimea С = (0, оо) se consideră legea de compoziție x * y = x 
27 а) Атај că dacă x, y e (0,00) şi x* y «1, atunci х=1 sau у=1. 
b) Arütati că Н = (0,20) - {1) este grup în raport cu operaţia „+“. 


1 ша 0 
19. Fie mulțimea G=1|0 1 0 la» 0+. 
0 0 a 


(са) Агман că С este parte stabilă a lui M,(R) în raport cu înmulțirea matricelor 


pătratice de ordinul 3. 
b) Demonstraţi că С este grup în raport cu înmulţirea matricelor. 


ШЕ MATEMATICĂ — М1 


Ni 
ә 


=x 1-2x 
a) Arătaţi cá A(x) А(у) = A(x- y), oricare ar fi x, y eR. 
b) Demonstrati că G este grup în raport cu înmulțirea matricelor pátratice de ordinul doi. 


(3 4Y : 
c) Calculafi i] S N. 
21. Se consideră pe R legea de compoziţie dată de x* y = ху-5х-5у +30 şi mulțimea 
G (5,0). 
a) Determinati e € R astfel încât х*е=е*х = х, oricare ar fi xe R. 


b) Determinati a € К astfel încât x*a =a*x=a oricare ar fi xe R. 
c) Arătaţi că G este parte stabilă а lui R în raport cu legea „+“. 


d) Arătați că (G,*) este grup abelian. 
e) Calculați 1*2*3*...*2012. 
f) Arătați cá х*х*х*..*х= (x-5) + 5, oricare ar fi n є N”. Adaptare bacalaureat, 2010 


n ori 


' : 1-2 
20. Se consideră mulțimea С = 22 4 997 ма р z 2 | 


22. Se consideră ре Z legea de compoziţie dată de х* y =6xy+6x+6y+a , unde a este 


un numár intreg. 
a) Determinati valorile întregi ale lui a pentru care legea ,, ** este asociativă . 


b) Arátati cá legea nu are element neutru pentru nicio valoare întreagă a lui a. 
c) Determinaţi valorile întregi ale lui a pentru care ((-1)*2)*((-1)* 2013) =а. 
d) Pentru a = 5, calculati 1*2*3*...*2013. 
е) Pentru a = 5, determinati valorile întregi ale lui р astfel încât x* p = р, oricare ar fi 
хє2. 
J) Pentru а= 5,calculati х*х*х = 287. 
23. Pe R se consideră legea „*“ definită prin x * y = —2xy+3x+3y+ a , unde a este un 
număr real 
a) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru саге (1+2)+3 =1*(2+3). 
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea ,,* “ este asociativă. 
c) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care legea „o“ are element neutru. 


d) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care mulțimea ЕН este parte stabilă a 
lui R în raport cu legea „*“. 
€) Pentru a = —3 , arátati cá mulțimea E | este grup în raport cu legea „*“. 


№ Pentru a =—3, calculati 1*2+3*...* 2013, 


24. Pe R se consideră legea „+“ definită prin x* y 2 4x? + y? +a , unde a este un număr 
real. 
а) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care 1*2 =0. 
b) Arátafi că legea „+“ este asociativă pentru orice valoare reală a lui a. 
с) Arátafi cá legea „* “ are element neutru pentru orice valoare reală a lui a. 


d) Pentru a = 2 , arátati că mulţimea R este grup în raport cu legea „+“. 
е) Pentru a = 3, calculaţi (-1)*0*1*2*3*4. 
р Pentru а = 4 , rezolvafi în R ecuaţia х*х*х*®х*х=1. 
25, Fie grupurile (R,+) si (Е, *), unde legea „*“ este definită prin x+y=x+y+7. 
а) Arătați că funcția f :(R,+)— (R,*), f (x) = х—7, este izomorfism de grupuri. 
b) Calculafi 1+2+3*...*10. 
26. Fie grupurile (R,+) şi (Ёо), unde legea „o“ este definită prin xoy=x+y+3. 
a) Determinati valorile reale ale numerelor a şi b astfel încât funcţia 
f: (R4) 2 (Ro), f(x) = ах+Ь să fie morfism de grupuri. 
b) Calculaţi x, ох, o...ox, , unde n este un număr natural nenul si x,,x,,...,x, ЄК. 
37. Fie grupurile ((0,50),) şi (Ёо), unde legea „о“ este definită prin хоу=х+у-1. 
а) Arătaţi că funcţia f :(R,») — ((0,),-), f(x)» e" este izomorfism de grupuri. 
b) Rezolvaţi in К ecuaţia xoxoxox=5. 
28. Considerăm grupurile (R',-) şi (R-(-1] ,9) , unde legea „о“ 
хоу= Xy Xy. 
` а) Атай cá funcția f: (R',.) -(Ё-1-1 9) f(x)=x-1 este izomorfism de 
E. grupuri. " | . - 
b) Rezolvaţi in R ecuaţia xoxexoxoxzl. 
29. Fie grupurile (R-(2),0) şi (R- (1.4) „unde legile „о“ si „*“ sunt definite prin 


este definită prin 


xoy=xy—2x—2y+6şi x*y=xy-x-y+2. 
a) Determinati elementele neutre ale legilor „о“ şi „*“. 
» b) Determinati valorile reale ale numărului a astfel încât 
F:(R-(2),.)— (R - {1},*), у(х) = хаа să fie morfism de grupuri. 
30. Fie grupurile (Z,+), (Q',-) şi funcţia f/:Z  Q', fixer. 


a) Arátati că feste morfism de grupuri. 
b) Arátati cá fnu este izomorfism. 


31. Ре R se consideră legea x * y = xy - 4x 4у + 20 si mulţimea С - (4). 


functia 


a) Агаар cá (G,*) este parte stabilă a lui R în raport cu legea „*“. 
b) Arütati că (G,*) este grup. 
c) Demonstraţi că funcția f :(0,00) э С, /(х)-х44 este izomorfism de la grupul 
((0,2),-) la grupul (G,*). 
32, Considerăm grupurile ((0,c0),-) şi ((-2,2),*), unde legea „*“ este definită prin 


4(х+у) 


х* = 
И 4+ xy 


Ш МАТЕМАТІСА — М1 


o 
he 


wem 


a) Arătați că funcţia f :((0,0),-) 5 ((—2,2),*), /(5)- e este izomorfism de 
grupuri. | 
b) Rezolvaţi în (-2,2) ecuaţia x*x*x-1. 
1x 0 
33. Fie mulţimea G = А(х)=|0 1 0 |xeRt. 
00 4 


a) Агмай că A-B €G , oricare ar fi 4,BeG. 
b) Demonstraţi că С este grup în raport cu înmulțirea matricelor pătratice de ordinul 3, 
с) Arătaţi că funcţia /:Е  G, /(х) = A(x) este izomorfism de la grupul (R,+) 1 


grupul (G,-). 
Hl 


a) Arătaţi că А(х)4(у)- A(2xy * x y), oricare ar fi x, y € 8-1-) : 


ИМЖ: 1+5x 15x 
34. Fie mulțimea G = ио -( | 


-х 1-3х 


b) Demonstrafi că С este grup în raport cu înmulțirea matricelor р гайсе de ordinul 2. 
с) Arătaţi că funcția f:R'—G,f(x)- (=) este izomorfism de la grupul 


(R',.) la grupul (G,-). 
35. Fie mulțimea G = (4 e M, (R)|det(4)=1). 
Arătaţi că С este subgrup al grupului matricelor inversabile din M, (R). 
Adaptare bacalaureat, 2008 
36. Fie n un număr natural nenul şi mulțimea U, = (2 e Ср - 1} : 
а) Arátati că U, este subgrup al grupului (C'..) : 
b) Demonstraţi cá dacă H este subgrup cu n elemente al grupului (0297 atunci 
H -U,. | 
12345 
2:3 1 54 
а) Arătaţi cá H este subgrup al grupului (5,,:). 
b) Determinafi ordinul lui o în grupul (5,,:). 


37. Fie permutarea o -( Je S; şi H= Ca ke 7) : 


38. Fie numărul complex є = cos? +i sin Я 


а) Calculati 2°. 
b) Determinati ordinul lui £ în grupul U, . 


с) Arătaţi că mulțimea Н = (e, КУ este subgrup al grupului (С',.) . 


4 39. Pe mulţimea numerelor reale se definesc legile „о“ 
С  хоузхужхжу şi хжу=х+у+а, unde a este un număr real. Determinaţi valorile 
с reale ale lui a pentru care legea „о“ este distributivă față de legea „*“. 

40. Se consideră inelul (2, * „e ) unde x+y=x+y+2 şi xoy=xy+2x+2y+2, oricare 


şi ,*'" sunt definite prin 


arfi x,y eZ. 

a) Arătaţi cá хоу= 2 <> х= 2 sau y--2. 

b) Determinaţi elementele inversabile ale inelului. 

с) Arătaţi că funcţia f:Z—>Z, /(х)-х-2 este izomorfism de la inelul (2,+,:) la 


inelul ( Z, * ,»). 
41. Pe intervalul (0,0) se consideră legea „*“ definită prin x* y = x"*? ‚ Arătaţi că 
i (0,9). 2 ) este corp, unde legea „:“ este înmulţirea numerelor reale. 


42. Se consideră inelul (0,1, T) unde х1 y 2x*y-5 Их T yz xy-5x-5y430. 
a) Determinafi elementul neutru al legii L. 
b) Arătaţi că inelul (Q,.L, T) este corp. 


; c) Arătaţi că funcția f :Q— Q, f(x)=x+5 este izomorfism de la corpul (0,---) la 
corpul (0, 1, T). 
*' q)Calculagi x, T x, T x, T...T x, , cu neN' şi x,x,,..,x, EQ. 
43. Determinafi elementele inversabile ale inelului (Z,,,..) . 
44. Considerám inelul (М, (Za + ) : 
а) Атаў că A € М, (Z,;) este inversabilă < det(4)e f, 57,0 : 


^ ^ 


5.4 
b) Determinati inversa matricei B = | Ч în inelul M, (Z,,). 
0 1 


b 
45. Fie mulţimea G = (е Jose € 2 : 
c 
а) Determinafi numărul elementelor mulțimii С. 


10 
b) Determinaţi numărul soluțiilor ecuației X? f | „XeG. 
0 0 


403) 


Adaptare bacalaureat, 2009 


46. Fie mulţimea G = р e М, (®,) 


а) Arătaţi că mulțimea H =G-{0,} este subgrup al grupului matricelor inversabile 
din М, (Z,). 
b) Rezolvaţi ecuaţia X 2-1 зэ ХєС. Adaptare bacalaureat, 2008 
47. Fie corpul (2,,,+,) si H = {х хє Z} : 


B MATEMATICĂ — М1 


о 
w 


b) Demonstrafi cá pos |х € 7} =Н. Adaptare bacalaureat, 2009 
b 
0 |п,Ь є@,+. 


0 ] 


48. Fie mulțimea M = 


о) O>? =>) 


a) Determinati numărul elementelor mulțimii M. 
b) Arátati că AB e М, oricare ar fi 4,Be M. 


c) Demonstrați cá M este subgrup al matricelor inversabile din M, (Z, ) . 


Bacalaureat, 2009 
49. Se consideră inelul (Z4,+,:) si corpul (Z.,+,-). 


a) Rezolvaţi în corpul Z, ecuația 42 44-49. 


b) Determinati ordinul elementului 3 in grupul (z.). 


c) Arătaţi că nu există niciun morfism de grupuri f :(Z,,4) > (Z;,-) care să verifice ' 


relația f (2)=3. 
Bacalaureat, 2009 


. Я т 
50. Se consideră mulţimea Н = |! 


п ^ 
еа, ^d) 


а) Arátati cá H este grup în raport cu înmulțirea matricelor pătratice de ordinul 2. 
b) Determinati numărul elementelor de ordin 2 din grupul (H,-) . 


Tema 2.4 


Polinoame cu coeficienţi într-un corp comutativ 
(Q, R, С, Zp) 


1. Inelul polinoamelor 

În cele ce urmează К reprezintă unul din corpurile Q, R,C sau Z , cup prim. Dacă X 
este un obiect care nu este К, atunci o expresie de forma a, X" +а, (Х” +...+ aX +a, 
cun EN şi ау„а,,...‚а„ € K , se numeşte polinom în nedeterminata X cu coeficienți în К. 
Mulțimea acestor polinoame se notează К [x ]. Dacă /єК [X ] , atunci scrierea 
fzaX' *a,,X"' +..+а‚Х +a, se numeşte forma algebrică a polinomului f, iar 
elementele a,,a,,....a, € К se numesc coeficienţii polinomului f. Două polinoame din 
K [X ] sunt egale dacă au aceiaşi coeficienți. Cu operaţiile uzuale de adunare şi înmulțire a 
expresiilor algebrice, K[X] este inel, numit inelul polinoamelor în nedeterminata X cu 


coeficienţi în K. Polinomul având toți coeficienții nuli se numeşte polinomul nul şi se 
notează 0. 
e Gradul unui polinom 


Polinomul /-а,Х"«а, ,X"! +..+а‚Х +a, € K[X] аге gradul n dacă a, z0şi 
а, =0 pentru Ё > n. Scriem grad(/)=n. În acest caz a, se numeşte coeficientul 
dominant al lui f şi scriem f —a,X" +а, X”! +...+aX+a,. Polinomul 0 are prin 


definiţie gradul —o . 
Proprietăţi 


1. grad ( f + g) < max (grad f, grad g), pentru orice f,g € K[X]. 
2. grad ( fg) = grad (/) + grad (g), pentru orice f,g € K[X]. 

• Funcţia polinomială a unui polinom 

Dacă f -a,X" +a, X" 4... aX +a, є K[X], atunci funcţia f: K — К definită 
prin f(x) = a,x" + a, x"! +...+ ах+ a, se numeşte funcția polinomială ataşată lui f. 

Dacă ae K „elementul /(a) є К se numeşte valoarea polinomului f în punctul a şi se 
notează f(a). 

ə Teorema împărțirii cu rest. Pentru /,geK[X], 840, există şi sunt unice 


polinoamele c şi r e K[X] astfel încât f = gc+r şi grad(r) < grad (g). 


у, 


< ` În acest caz polinoamele c şi ғ se numesc cátul şi respectiv restul împărțirii lui f la g. 


e Împărțirea la X- a,a e К 


* Proprietatea 3. Restul împărțirii lui f e K[X] la X-a este f(a). 


„+aX+a, la X- а se pot determina după următoarea schemă: 


Schema lui Horner. Cátul şi restul împărțirii lui f =а„Х" ea um Tod 


8 MATEMATICÀ — M1 


e 
л 


Саш! este c = Б, X" b, 4X"? +..+Ь,Х b, , iar restul este r = bo = Ќа). 
Exemplu 1. f -4X* ЗХ? «2X -5g- X41 


-3 1012 -5 
-7 |7|—5 10 
deci c2 4X? -7X^ & 7X -5 sir - 0. 


Divizibilitatea polinoamelor 


Definiţie 1. Fie f, g e K[X]. Spunem cá g divide f dacă există c e K[X] astfel încât 


f = gc , adică restul împărțirii lui f la g este egal cu 0 — pentru g «0. Scriem g | f. 
Definiţia 2. Fie f,g eK [X]. Polinomul de K[X] se numeşte un cel mai mare 


‚ divizor comun al f si g dacă 


, 
1 


a)d|f.si 5) 417 
d|g 4122414, d, € K[X]. 


Definiţia 3. Fie f,geK[X]. Polinomul meK[X] se numeşte un cel mai mic 


. multiplu comun al lui f si g dacă 


a)flm şi b)f|h 
gim glh э m|h, he K[X]. 
Proprietăți | 


` 4. Pentru orice două polinoame f,g € К [X] există un c.m.m.d.c. şi un c.m.m.m.c. 


| 5. de K[X] este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g <> a - d cu a € К' este un c.m.m.d.c. 


al polinoamelor f şi g . Analog pentru c.m.m.m.c. 


2. Rádácinile polinoamelor 


Definiţie 4. a є K se numeşte rădăcină alui f e K[X] dacă f(a)= 

Teorema lui Bézout: a este rădăcină a lui f +> X — a | f, deci dacă există g e K[X] cu 
f= (Х- а). 

Un polinom f e K[X] de grad n, f+ 0, аге cel mult n rădăcini їп К. Un polinom 
feC[X] de grad n, f+ 0, are n rădăcini in С. Singurul polinom care are mai multe 


rădăcini decât gradul său este polinomul 0. 
Relaţiile lui Vičte. Fie / = а,Х" +a, X" +..+аХ+а є C[X], а, + 0. Мойт cu 


Ху,Х,у х, € C rădăcinile polinomului f . Atunci: 


; 7, Dacă polinomul f are toţi coeficienţii reali şi are rădăcina z є С, atunci are şi rădăcina 


" 8, Dacă polinomul fare toţi coeficienţii rationali şi are rădăcina а + bd „unde a, b, deQ 
. şi Jd €R-Q,atunci f are şi rădăcina a- ьа. 
. Fie polinomul f=a,X"+..+aX +a, cu а,а,..,а,є2, а„#0, şi numerele 


1 


Цэ 
1 


. *Ecuaţii binome. Ecuația х”-4-0, a=r(cosa+isin a) € С, are soluţiile 


„d 
5, = ху. = CD 


n 


În general, folosim notația S, = xf + x: +--+ xt, unde К este un număr natural nenul 


(sau k € Z, dacă a, +0). Avem S, 75,5, = 52 —25,. 


Exemple 
2. Fie f 2 2X? - AX? -5X +3 şi х,х,,х, ЄС rădăcinile sale. Atunci 


-4 
X *X,?*X,o--—-2 
2 
-5 
ХХ xXx, By" 


XX = sa 
2 
з. Fie f = X' «2X? «3X -3 şi x,x,,x,, x, ЄС rădăcinile sale. Atunci 
[xxx *x,-20 
XX,QXX,Q*XxXQxX,Q4xXX,Q4XX,Q-2 
XJQX RXXQ XXX, Xxx =-3 07 
XXX, = 3 
*Polinoame cu coeficienti reali, rationali, intregi 


Proprietăţi 


Z . Numărul rădăcinilor din C —R ale lui f este număr par. 


p 


p.q € Z, (p,q)=1. Dacă a = — este rădăcină a polinomului f, atunci p |a, si qla, 
q 
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e 
ч 


КЕСЕ 


e Ecuaţii reciproce. Polinomul f=a,X" +a, X"! +...+ aX +a € c[x] se nu- 


n-l 


dd i sin 


а + 2Кл \ асас ыс 
на da ,k-0,n-1. 


meşte reciproc dacă а,-а,, pentru orice k = 0, п. În acest caz ecuaţia f (х)=0 se 


numeşte ecuaţie reciprocă. 
Proprietăţi 

10. Produsul a două polinoame reciproce, câtul şi restul împărțirii a două polinoame 
reciproce sunt polinoame reciproce. 

11. Un polinom reciproc de grad impar are rădăcina хо = —1. Pentru a afla rădăcinile unui 
polinom reciproc f de grad 2k-1, se împarte f la Х +1 si câtul este un polinom 


reciproc g de grad 2k . Ecuația g(x)=0 se împarte cu x^ şi se face substitutia pl. =. 
x 


Exemplu 4. / = X^-3X' +X’ +X’ -3X «1e C[X]. 
Din schema lui Horner 


-311111- 
-1111-4151-411 10 


rezultă că f =(X +1)g, unde g= X* -4X? - 5X? -4X +1. Avem g(x) 20 e x! - Ф? + 


5х-4х+1=0© х +1451) 0 c 2-2-4+5=0 <P -—4t+3 = 0, unde 
TN Rezultă А = 1 si f; = 3, iar cele 4 rădăcini ale lui g rezultă din rezolvarea 
x 


ecuaţiilor 5+2=1 ex-x*1-05i PUES ex -3x*120. 
x 

° pliate ireductibile 

Definiţie 5. Un polinom fe К [Х ] de grad mai mare sau egal decát 1 se numeste 
ireductibil dacă nu există g,h e K[X] cu f = gh si grad(g) 21, grad (Ah) 21 

Proprietăți 
12. Orice polinom f e K[X] de grad 1 este ireductibil. 
13. Un polinom f e K[X] cu grad( f£) 2 2 care are o rădăcină în К este reductibil. 
14. Un polinom fe K[X] cu gradul 2 sau 3 este ireductibil dacă și numai dacă nu are 


rădăcini în К. 
15, Un polinom f eK[X] este ireductibil dacă si numai dacă polinomul af este 


ireductibil, oricare ar fi ae К". 


Observaţii | | 
1. f € C[X] este ireductibil dacă şi numai dacă grad ( f) = 1. 


2. f eR[X ] este ireductibil in [X ] dacă şi numai dacă grad(/)= 1 sau 
grad(/)=2 şi A<0. 


t ireductibile g,,g,,...g, € K[X] astfel încât f-gg,.- 


Teoremă. Fie f є K[X] cu grad(/)2 1. Atunci există in mod unic polinoamele 
g,, unicitatea fiind páná la 


ordinea factorilor şi asociere în divizibilitate (g este asociat în divizibilitate cu Л dacă există 
a e K astfel încât g = ah). 


Р Probleme propuse 

q. Determinafi gradul polinomului f =(a* -1)x* as *(a*2)X +1є C[X] în 
funcţie de ae C. 

2, Aflaţi câtul şi restul împărțirii polinomului f =3Х ^ РАХ? + X? - 2X -3 la polinomul 

_ gsX'4-X-2 

3, Fie f = QC +X 1)" e (X? -X +1)” si f apă cas X" +...+ a, forma sa айн, 

a) Сакшай 41)... 5) Determinati ag + аду. 

а, Determinafi restul împărțirii їшї f (X? +3X2 -5X +2) la Х-1. 

5, Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care resturile împărțirii polinomului 

вш» f =X? +2X° +aX —1 la X +1 şi X —2 sunt egale. 

6. Determinati, folosind eventual schema lui Horner, cátul si restul impártirii polinomului 
f =X" «AX? -2X +5 la: 
a) X41; b) X-2. 

7. Determinati restul împărțirii polinomului f- X? — AX? + X +5 la polinomul X? -1. 

8. Determinati valorile reale ale lui a pentru care polinomul f = X* -3X? c aX? +X +5 
se divide cu X +1. 

9. Determinaţi valorile reale ale lui a şi b pentru care polinomul X?^- X2 divide 

du polinomul f = X* +X’ «3X? c aX +b. 

10, Fie f = X* - X^ +1 gig = X? -2X" +2Х +1. Determinaţi un c.m.m.d.c. al lui f ṣi g şi 
un c.m.m.m.c. al lui f si р. 

11. Fie f = X? -3X? &5X 4&7 €C[X] şi х,х,,х, e C rădăcinile sale. 


Calculati: а) x, +x, +x. 


y 
Jve-. 


12, Fie f = X* «5X? -2X +3eC[X] si х,х,,х, € С rădăcinile sale. 
^. Caleulafi: 
d». 


а) Xj tX; XP, 
b) Dori. 
* x» » 
с) xi tx; tXx;. 
13, Fie f = X* 3° 42X* X «1e C[X] si х,х,,х,,х, € C rădăcinile sale. Calculafi: 


a) (1 -x)(1 -x,)(1 -%)(1 =), 
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n х, 
14. Ёс f= X! - X! 3X -5e C[X]si x,,x,,x, € C rădăcinile sale. Саїсшай: 


4 
a) x! +x * X5, 
2 2 2 2 2 2 
b) xx,tx xtX tXQXtxx xx. 


Jara e] 


15. Fie /-(37 exu + (х? -х+1)" $i /=а„Х a, X? e.a Xa, forma 
sa algebrică. Саїсшай: 
а) as- 
b) а, +a, à; Ж.Од, 
с) а,+а,+а,+..+а. 
16. Fie polinomul f = X? + ах? +bX «c cu a,b,ceQ. 
a) Determinaţi a, b, c ştiind că f are rădăcinile xy = x = 1 şi x3 = -2. 
b) Să se arate că dacă fare rădăcina 42, atunci f are o rădăcină rațională. 


c) Să se arate că dacă a, b, ce Z, iar numerele /(0) şi /(1) sunt impare, atunci f - 


nu are rădăcini întregi. 
Bacalaureat, 2008 


17. Не f = X? + 4aX? +20Х +b cua, b € R şi х,х,,х, e С rădăcinile lui. 
а) Determina[i ху, x», x; în cazul a = 3 si b = 0. 
b) Arătaţi că (x, x, (x, x) +(x, x,) = 324° -120. 
Adaptare bacalaureat, 2008 
18. Fie polinomul f = X* — 5X? + 4. 
a) Determinafi rădăcinile lui f . 


b) Determinafi polinomul л e Q[X] cu ^(0) =1 si care are ca rădăcini inversele 


rădăcinilor lui f. Adaptare bacalaureat, 2009 
19. Fie polinomul f 23X* 2X? + XY? «aX-1 cua ER si x,x,,x,,x, eC rădăcinile 
sale. 
а) Calculafi Lnd : 
X X X X, 
b) Determinati restul împărțirii lui fla (X — 1). 
с) Arátati că polinomul f nu are toate rădăcinile reale. 
Bacalaureat, 2008 


| 20. Fie polinomul /-аХ - bX +с, си a, b, ceZ. 
а) Arătaţi că numărul /(3) — f (1) este par. 
b) Атаў că x- y divide f(x) — f (y), oricare ar fi x, y eZ. 


Adaptare bacalaureat, 2009 
21. Fie polinomul f = 4X? -12X? c aX +b cu abe К. 


а) Determinati a,b eR astfel încât polinomul X? —1 divide f. 


yo 


b) Determinafi a,b € К astfel încât polinomul f să aibă rădăcinile x,,x,,x, în progresie 

aritmetică şi x? x; xj =11. 
22. Se consideră polinoamele f = X’ +2Х° +3X & 45e Z[X] si ў= Х+Х+1є2,[Х]. 
а) Arătaţi că / este ireductibil in Z, [X]. 


b) Arătaţi că f nu se poate scrie ca produs de două polinoame cu coeficienţi întregi, 
б neconstante. Adaptare bacalaureat, 2009 


23. Fie polinomul f = X? «2X? +ає2,[Х]. 

a) Calculati /(0)+ /(1) + fÊ). 

b) Pentru a = 2 , determinaţi rădăcinile lui f din 2,. 

c) Determinafi a e Z, pentru care feste ireductibil in Z, [X]. 
24. Fie polinoamele f,g [х], f -(X -1)^ «(X -2)^si g 2 X? -3X +2. 


. а) Оеѕсотрипеў g în factori ireductibili in R [X] . 


Adaptare bacalaureat, 2008 


Bacalaureat, 2008 


` b) Demonstrati că polinomul g nu divide polinomul f. 
"s `с) Determinaţi restul împărţirii lui f la g. 
Bacalaureat, 2006 
25. Fie f=X*+mX?+n cum, n € R şi x,x,,x,,x, € C rădăcinile sale. 
ў a) Determinaţi m şi n ştiind cá xj = 0 gi x; = 1. 
ai, b) Determinaţi valorile lui m pentru care х? +x, *x; +x; =2. 
. €) Pentru m = n = 1, descompuneţi f în factori ireductibili în R[X]. Bacalaureat, 2009 
26. Fie polinoamele f = Х* +аХ° - bX? —5X +6 şi g = X^ + X — 2, unde a si b sunt două 
numere reale. 
а) Determinaţi valorile lui a şi b pentru care р divide f. 
b) Pentru a = —3 şi b = 1 descompunefi f în factori ireductibili in R [X ] . 
Bacalaureat, 2008 
27. Se consideră polinomul f = X? -9X? – X + 9 cu rădăcinile х,х,,х, ЄС. 
^^ &)Determinafi cátul şi restul împărțirii lui f la X? —1. 
- b) Verificaţi cá xj xj 43) -9(х| x; *x;)-18. 
^u. €) Rezolvaţi ecuaţia f (3) -0,хєЁ. 


чи 


Bacalaureat, 2009 


/ 28. Fie polinomul f = Х*+2Х? «aX? -2X +1си ae R şi х,х,,х,,х, € С rădăcinile sale. 


M 


u 
i] 


a) Calculati (1-x2)1 x20 -x2)0 х2). 

b) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru саге х? +x; *xj +x; =8. 

[E Fie polinomul f = X? -3X +т cum € R si x, x,, x, rădăcinile sale. 

a) Pentru m = 2 determinaţi rădăcinile lui f. 

b) Calculați x! x; + xj. 

с) Determinaţi valorile lui m є R pentru саге f are toate rădăcinile întregi. 
Bacalaureat, 2009 


, 
f 
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30. Fie f = 2X! -AX* * aX +1си a € Z. Determinaţi valorile întregi ale lui a pentru саге 

f аге cel puţin o rădăcină rațională. 
31. Se consideră polinoamele cu coeficienți complecși f = X*—1 şi g = Х 5-1, 

a) Determinaţi un c.m.m.d.c. şi un c.m.m.m.c. pentru f şi g. 

b) Determinafi numărul soluţiilor distincte din C ale ecuaţiei f (x)g(x) = 0. 

Adaptare bacalaureat, 2009 

32. Determinaţi restul împărțirii polinomului f = Х' + X* 3X? + X +5 la polinomul: 

а) g- X^ -1. 

b) = X! X +1. 

с) t-X5-1. | . 
33. Determinafi restul împărțirii polinomului f = X? +20Х° «5X? +7Х +1 la polinomul 

е=(Х+1). 
34. Determinafi restul împărțirii polinomului f = X^ (X + 1)” la polinomul g = Х(Х – ly . 
35. Ес ceC[X] cátul împărțirii polinomului f = Х® —-30X^-«X-8 la polinomul 

g= (X -1f . Calculati c(-1). 
36. Se consideră polinomul cu coeficienți complecși f = Х* -5X? 3X? -X +1 gi xi, х), 

хз, X4 € C rădăcinile sale. i 

a) Determinaii un polinom geC[X], de grad 4, care are rădăcinile 

1/ x ,1/x,,1/x,,1/x,. 

b) Arátati cá polinomul f nu are toate rădăcinile reale. 
37. Se consideră polinomul cu coeficienţi complecși f = X*' 2X? + X? +X -1 şi xi, x, 
X3, X4 € С rádácinile sale. 

a) Calculaţi x 4xj xj xj. 

b) Arátati că polinomul f nu are toate rădăcinile reale. 
38. Se consideră polinomul cu coeficienți reali f = X* + 2aX? 43bX? & cX +d şi xi, X» 
X3, X4 € C rădăcinile sale. 

а) Calculaţi (x, +1)? +(x, +1) +(x, 41) +(x, +1). 

b) Ştiind că polinomul f are toate rădăcinile reale şi a =b=2 , determinati valorile lui 
c Si d. 
39. Se consideră polinomul cu coeficienţi reali f = X? — pX? + 4 -r , cu p.q.r > 0. 

а) Arătaţi că polinomul f are o rădăcină reală strict pozitivă. 
” b) Ştiind că polinomul f are toate rădăcinile reale şi р= 3,7 — 1, determinaţi valoarea 
ui q. 


40. Se consideră polinomul cu coeficienți reali f = Х* +аХ? +ах? 4 bX 4c, unde 


8 
ae o. j Arătaţi că polinomul f nu are toate rădăcinile reale. 


41. Se consideră polinomul cu coeficienți reali f = Y*44X?.-5X?—6X *a, unde 
a € [9,%) . Arătaţi că polinomul f nu are nicio rădăcină reală. 
42. Se consideră polinomul cu coeficienţi reali f = Х° +аХ? +ах +1. Determinafi 
valorile reale ale lui a pentru care polinomul f are toate rădăcinile reale. 
43. Se consideră polinomul cu coeficienţi reali f = X? -12X +m. Determinafi valorile 
reale ale lui m pentru care polinomul / are toate rădăcinile reale. 
44. Se consideră polinomul cu coeficienți reali f = X* +2Х° c aX? -2X +1. Determinafi 
valorile reale ale lui a pentru care polinomul f are toate rădăcinile reale. 
45. Se consideră polinomul cu coeficienți reali f = (x 1-Х- 2] «(x 2-Х +3)” 
şi f = ag X^ +a X^ +...+ ay forma sa algebrică. 

a) Determinafi a, . 

b) Arütati că polinomul f nu are nicio rădăcină reală. 
46. Determinati mulțimea valorilor întregi ale lui а pentru care polinomul 
f 2 X! * X! +аХ +1 este ireductibil peste Ф. 
47. Se consideră polinomul /-37-2Х"-Х-ас2,|Х| Arătaţi că pentru orice 
a € Z, , polinomul f este reductibil peste Z, . 
48. Se consideră polinomul f = X? + X^ + X «a € Z, [X]. Determinaţi a e Z, astfel încât 
polinomul f să fie ireductibil peste Z, . 
49. Se consideră polinomul f = X* 4X? +3 e Z, [X]. 

а) Arátati cá polinomul f nu are rădăcini în Z,. 

b) Arátati cá polinomul f este reductibil peste Z, . 
50. Se consideră polinomul f = X* + X? € X *2€eZ,[x]. 

а) Arătați că polinomul f este reductibil peste Z, . 

b) Determinati un polinomul g €Z, [X ] , ireductibil peste Z, , având aceeaşi funcţie 


polinomială ca f. 
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Тета 3.2 
тета 3.3 


Analiză matematică 
Clasele XI-XII 


Limite de şiruri. Limite de funcţii. Funcţii continue. 
Funcţii derivabile 


Primitive 


Funcţii integrabile 


Tema 3.1 


Limite de siruri. Limite de functii. 
Functii continue. Functii derivabile 


1. Siruri de numere reale 
Siruri márginite 
| Şirul (х) este mărginit superior dacă există M є R astfel încât x, < M, Vn21. 
şirul (х„)„ este mărginit inferior dacă există . m e R . astfel încât x, > m, Vn21. 
Şirul (x, az este mărginit dacă este mărginit inferior şi superior. 
Observaţie. Sirul (x,),., este mărginit dacă există M > 0 astfel încât | x, | < M, Уп>1. 
Şiruri monotone 


Şirul (x, „= este crescător (strict crescător) dacă x, < x,,, (respectiv x, < x, 


), Vn31. 
Şirul (x,),., € descrescător (strict descrescător) dacă x, > х,, (respectiv x, > x), Уп >1. 
Limite de şiruri. Şiruri convergente/divergente Criterii de convergență 
„o Şirul (х„)„ are limita AeR (scriem lim x, = A) dacă orice vecinătate a lui A 
n9 
confine toți termenii șirului începând de la un anumit rang. Un şir este convergent dacă are 
limită finită; în caz contrar şirul este divergent. 
Dacă un şir are limită, atunci orice subşir al său are aceeaşi limită. Un şir care conţine 
două subşiruri cu limite diferite este divergent. 


1. Dacă (x, „> este un şir strict crescător şi nemărginit, atunci lim 2 -0. 
no у, 


2. Criteriul majorării. Fie (a,),,, un şir cu termeni pozitivi, convergent la zero şi 
(zu un şir cu proprietatea că există A € R astfel încât |х, — | < a,, pentru orice n21. 


- Atunci (x, „zu este convergent şi lim x, = A. 
noo 


c  Consecinţă (00М). Fie (a,),., un şir convergent la zero şi (x, „> un şir mărginit. 
Atunci lim a,x, =0. 


;. 3.Criteriul clestelui. Fie (a,),.,, (azi $i (5,),., trei şiruri astfel încât a, < x, < b, 
Pentru orice n 21 şi lima, = limb, = A. Atunci lim x, =å. 


no n» no 
4. Teorema lui Weierstrass. Orice şir monoton şi mărginit este convergent. 
5. Criteriul raportului. Fie (x,),., un şir cu termeni strict pozitivi astfel încât există 


. limita lim ^1 = 4. Dacă 0< А <1, atunci lim x, = 0, iar dacă A > 1, atunci lim x, = +. 
* n-»oo n» 


noo 
Xn 


‚ * 6. Lema Cesaro-Stolz. Fie sirurile (а), $i (b,),., astfel încât (b,),., este strict 
| Е: 25 аж 
"A crescător şi nemărginit. Dacă există limita lim "n = 4 eR, atunci lim - 4. 


no - п» 
n+l n 
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Limite remarcabile de siruri 


+0,4>1 


=] 
n? +a п”! «anta а lim q” = b y 
me з= mL p-4 тэ 10, gel) 
© 4 gil dee +Ь b, 1 | 1 | 
"э bn *bo (ot *bn*b, АМ p«n nu există, q < ~] 


„2. Limite de funcții 


Mulțimea punctelor de acumulare a unei mulțime nevide D c R se notează D'. 
Funcția f:D—R are limita AER în punctul ae D' (scriem lim f(x)=4 ) dacă 
xoa 


ventru orice sir (x,),,, c D Ма) astfel încât lim х, = a, atunci lim fix) = 4. 
` n>% лс 
Teoremă. Fie f : D  R o funcţie elementară si a e D . Atunci lim /(х) = f(a). 
xa 


Criteriul cu limite laterale. Dacă a €IR este punct de acumulare al mulțimilor 
ех(-о,а) şi Dr(a,4«), funcţia /:0-» Ё are limita дє în punctul a dacă si 
numai dacă f are limită la stânga si la dreapta în a şi lim Го) = lim f(x)2A. 


x 1 
Limite fundamentale. lim ( + 1) =e; lim(14- x): =e; 
x00 х x30 
lim SINX = lin E* 23. jg ЖЕЕ _ |. ja, 298 21 
x30 x x30 x x0 x x0 x 
па SUE A, би 1453 на lim (Lt) -1., 
x30 x x30 x x30 x x0 x 


Asimptote orizontale. Fie /: D — К astfel încât +оо (respectiv —oo ) este punct de 
acumulare al lui D. Dreapta de ecuaţie y =a, unde ає R , este asimptotă orizontală la 
graficul funcției spre +оо (respectiv оо ) dacă lim f(x) a (respectiv lim f(x)- a). 

x9 х-+—0 


Asimptote oblice. Fie /: D — R astfel încât +оо, respectiv —oo, este punct de 
acumulare al lui D. Dreapta de ecuaţie y = mx--n, unde m,n e R, m z 0, este asimptotă 
oblică la graficul funcţiei spre +оо (respectiv spre —o ) dacă 


lim СЗ „ 


xo x 


lim (f(x) -mx) 2n 


m lim 202 = m 
şi respectiv 4*7 xX . 
lim (70) -тх) = п 


Asimptote verticale. Fie /: D В şi a un punct de acumulare al lui D. Dreapta de 
ecuație x = a este asimptotă verticală la stânga (respectiv dreapta) pentru graficul funcţiei 
f dacă lim f(x) = +оо (respectiv lim ЈО) = to). 


3. Functii continue 
Funcţia f: D — IR este continuă în punctul ae D dacă pentru orice şir (х,), CD 
astfel încât lim х, =a, atunci lim /(х„) = f(a). 
Dacă a e DA D', atunci feste continuă in a dacă şi numai dacă lim /(х) = f(a). 
O funcţie f : D — В este continuă pe D dacă este continuă in бера punct ae D. 


Continuitate laterală. Dacă a € D este punct de acumulare pentru (—,a) ҮГ), se 
spune cá f este continuă la stânga in а dacă lim f(x)= f(a) (altfel scris f(a-0)= f(a) ). 
d x/ad 


Dacă ae Р este punct de acumulare pentru (а, +оо) D , se spune cá feste continuă 
[а dreapta їп а dacá lim f(x) = f(a) (altfel scris f(a-- 0) = f(a) ). 

Funcţia f:D > К este continuă in punctul ae Drs D' dacă şi numai dacă f este 
continuă la stânga si la dreapta în a , adică dacă şi numai dacă f (a—0) = f(a) = f(a+0). 

Puncte de discontinuitate. a e D este punct de discontinuitate de speța I al funcţiei 
f:D 9 dacă are limite laterale finite în a şi nu este continuă în a. Dacă cel puţin una 
din limitele laterale nu există sau este +оо , a este punct de discontinuitate de speța a II-a. 

Operații cu funcţii continue. Dacă funcțiile f,g:D —IR sunt continue în punctul 
ae D, atunci «f + Bg, (a, B e R), f:g,| f |, max(f,g), min(f,g) sunt funcții continue 
in a, iar dacá g(a) z 0 , atunci i este continuá in a. 


Fie funcţiile /:D— E şi g: E R. Dacă f este continuă în ає Р, iar g este 
continuă in b= f(a)e E, atunci funcția gof:D-»I este continuă în a. Avem 
lim 2(/00)- g (lim f(x) (o funcție continuă comută cu limita). 

, Proprietatea lui Darboux. O funcție f/:7 — R are proprietatea lui Darboux pe 
intervalul 1 даса pentru orice x,,x, e] şi orice A cuprins între f(x,) şi f(x;), există 
€€(x,,x;) astfel încât f(c)= 4. 

Ă . O funcţie /:1-» К are proprietatea lui Darboux dacă şi numai dacă imaginea oricărui 
interval prin funcţia f este tot un interval (cu alte cuvinte, pentru orice interval / с /, 
mulțimea f(J) este interval). 

: O funcție cu proprietatea lui Darboux nu are puncte de discontinuitate de speța I. 
Teoremă. Orice funcție continuă f: / — R are proprietatea lui Darboux. 


| Proprietáti ale functiilor continue. 
1. Fie f:[a,bþ]>R o funcţie continuă astfel încât f(a)-f(b)<0. Atunci există 


s;.ce(a,b) astfel încât f(c)=0. 
2. O funcţie continuă, care nu se anulează pe un interval /, are semn constant pe /. 
3. Teorema lui Weierstrass. O funcţie continuă f :[a,b]—>R este mărginită şi îşi atinge 


 ' marginile (adică există u,v e [a,b] astfel încât f(u) = min f(x) şi f(v) = max f(x) ). 
. 4. O funcţie continuă f : 1 — R este injectivă dacă şi numai dacă este strict monotonă. 


.. S. Dacă 1:1-» este o funcţie continuă şi bijectivă, atunci f 7 :J — I este continuă. 
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4. Functii derivabile 
. Ерсфа f:D—>R are derivată în punctul aeDND' dacă există limita 
f'(a)= lim 0-70) € R (numită derivata funcţiei fin punctul x = a ). 


Dacă f'(a)e В, se spune cá f este derivabilă in punctul х= а. О funcţie /:0-э 
este derivabilă pe D dacă este derivabilă în orice punct ae D. În acest caz, funcţia 
х-» f'(x), x e D , se numeşte derivata funcţiei f. 


Teoremá. Orice funcție derivabilă într-un punct este continuă în acel punct. 
Derivate laterale. Dacă a e D este punct de acumulare pentru (х,а) D , se spune 


/®-Л® pie. 


Dacă a e D este punct de acumulare pentru Г ИР N E , se spune cá f are derivată la 


/®-/@? p (eg. 


Funcţia f:D-R are ка, in а «DoD dacá si numai dacá f are derivate 
laterale egale їп a. În acest caz, / (a) = /;'(a) = f'(a). 


cá f are derivată la stânga în a dacă există limita pa PRI Pm 


dreapta in a dacá existá limita lim 


interpretarea geometrică a derivatei. Derivata unei funcţii (derivabile!) într-un 
punct este egală cu panta tangentei la graficul funcţiei în acel punct. 
Dacă /:0-» R este o funcţie derivabilă, atunci ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f 


în punctul de abscisă x = а este y-f(a)= /(а):(х-а). 
Puncte unghiulare, de întoarcere, de inflexiune. Fie f : D — К o funcţie continuă 
dar care nu este derivabilă în punctul x = a , însă are derivate laterale în a. Atunci: 


• a este punct unghiular al graficului lui f dacă cel puţin o derivată laterală este finită; 
• a este punct de întoarcere al graficului lui f dacă f,(a) = —o şi /,(а) = + (sau invers); 
* a este punct de inflexiune al graficului lui f dacă f,(a) = fj (a) = + 

Observaţie. Fie /:1-»Ё. Un punct ас 1 pentru care există r>0 astfel încât 
(a-r,a+r)c I se numeşte punct de inflexiune al funcţiei f dacă f are derivată in a (finită 
sau infinită) şi este convexă pe (a —7r,a) şi concavă pe (a,a +r) sau invers. 


Reguli de derivare. Dacă и: D — E şi f,g: E R sunt funcţii derivabile, atunci: 
1. f +8)'=f'+g'; 2. (af) »af' Va eR; 3. (fg - а ^ fg; 

1 \ ' ) о us ' 
4. (+) — 5. (2) -Le E, 6. (fou)'- f(u) u". 

f / 8 g ” 

Observaţie. Dacă и şi v sunt funcții derivabile şi и> 0, atunci funcţia u” = e^" este 
derivabilă şi (4”)' = eh“ (vins 23 =u" wi) . 

и и 
Derivarea funcţiei inverse. Dacă f: D — E este derivabilă, bijectivá şi f'(a) + 0, 


i ЁС 1 
unde a € D , atunci f^! este derivabilă în punctul b = f(a) si (f! )(b) = rt 


Formule de derivare a functiilor compuse 
a-l 


1. (u%)'=au“ -u, a eR*; 2. (а*)' = а аи", а>0о; 3. (e")'- e"-u'; 
u' и! 
'=—=; . (Inz)'2— . (l '= H 
4. (Ми) 2727 5. (ши) 6. (log, и)'= —— 
7. (sinu)'=cosu-u'; 8. (cosu)' = -sinu-u'; 
и! ! . u' 
. (tgu)' = ; 10. (ctgu)' = —— : 11. (агсѕіпи)' = А 
9. (tgu) cos? и (ctg) sin? и ) Л-4 
! ! ! 
12. (arctgu)' = 5 т» 13. (arccosu)'= — = ; 14. (агссіви)'= – T = 
1+u l-u? 1-и 


5. Proprietátile functiilor derivabile 


Puncte de extrem. Fiind dată o funcţie f : D — R „un punct a € D se numeşte: 
a. punct de maxim local dacă există О € V(a) astfel încât f(x) < f(a), vx eUnD; 
b. punct de minim local dacă există О e V(a) astfel încât f(x) 2 f(a), Ухєб CD. 

Un punct de minim sau maxim local se numeşte punct de extrem local al funcţiei f. 
Dacă a este un punct de extrem local al lui f, valoarea /(а) se numeşte extrem local al 
functiei f (minim sau maxim). 

Teorema lui Fermat. Fie / un interval deschis şi a € / un punct de extrem local al 
funcţiei /:1-» К. Dacă feste derivabilă în punctul a, atunci /(4)-0. 

Consecintá. Dacă f:/— К este o funcție derivabilă pe un interval deschis 7, atunci 
punctele de extrem local ale funcţiei f se găsesc printre zerourile derivatei (punctele critice). 

Teorema lui Rolle. Fie f:[a,5]— R o funcţie continuă pe [a,b], derivabilă pe (a,b), 
astfel încât f(a) = f (b) . Atunci există c e (a,b) astfel încât /(с)-0. 

Consecințe. Fie /:1-» К o funcție derivabilă ре un interval 7. Atunci: 

C1. Între două zerouri consecutive ale funcţiei f se află cel puţin un zero al derivatei /'. 
C2. Între două zerouri consecutive ale derivatei f'se află cel puţin un zero al funcţiei f. 


Teorema lui Lagrange. Fie f:[a,b] К este o funcţie continuă pe [a,b] şi 
derivabilă pe (a,b). Atunci există c e (a,b) astfel încât f'(c) -19-70. 


Consecințe ale teoremei lui Lagrange. 
1. O funcție derivabilă cu derivata nulă pe un interval Г este constantă pe /. 
2. Două funcţii derivabile cu derivatele egale pe un interval /, diferă printr-o constantă pe /. 
3. Fie /:1-» R o funcţie derivabilă. 


a. Dacă f'(x) 2 0, pentru orice x € I , atunci feste crescătoare pe Г; 

b. Dacă f (x) 50, pentru orice x e / , atunci feste descrescătoare pe 7. 
4.Fie f:I>R o funcție continuă pe / şi a € 1 . Dacă feste derivabilă pe 1 {a} şi există 
limita lim f (x) = 4 € R , atunci fare derivată în х=а si f(a)=4. 
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Teorema lui Cauchy. Dacă f,g:[a,b]—>R sunt continue pe [a,b] şi derivabile pe 
LO _ f0)- f (a) 
gXc) 8(5)-8(а) 
Teorema lui Darboux. Dacă /:1-»К este derivabilă pe un interval 7, atunci 
jerivata sa f' are proprietatea lui Darboux pe 7. 


(a,b), astfel încât g(a) + g(b) , atunci există c e (a, b) astfel încât 5-2 


Rolul derivatei a doua în studiul funcţiilor. Fie 7:7 — К o funcţie de două ori 


Jerivabilá pe un interval Z. Atunci: 
a. Dacă f"(x) 20, pentru orice x € Г, atunci feste convexă pe Г; 


b. Dacă /"(x) 50, pentru orice x € 7 , atunci feste concavă pe /; 
c. Dacă a € Int(7) este un punct de inflexiune al funcţiei f, atunci f"(a)=0. 
Regula lui LEHóspital. Fie .a,beR,a<b. şi ICR un interval, cu 
(a,b) c I c [a,b]. Dacă x, e[a,b] şi /,8:1 Vx) >R sunt două funcții cu proprietățile: 
a. lim /(х) = lim g(x) - 0 (respectiv lim |g(x)| = +0); 
xo xXx х-эХд 
b. fşi g sunt derivabile şi g'(x) £0, Vx e I {xo}; 


с. există limita lim JH. AcR; 
х-эхр g'(x) 


ЈО) -AeR 
эх g(x) 


Probleme propuse 


atunci există U e V(x) astfel са g(x) 40, Vx eU Ix, si limita lim 


1. Fie funcţia f : R9 В, f(x) = х- (х2 +1). 
a) Calculati lim f(x). 
b) Arátati că funcţia feste crescătoare pe Е. 
c) Determinati punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 
2. Se consideră funcţia f : R9 В, f(x) 2In(1«&)- x. 
a) Determinati asimptotele graficului funcției f. 
b) Arátati cá funcţia f este strict descrescătoare. 
с) Determinati imaginea (mulţimea valorilor) funcţiei f. 
З. Se consideră funcția f :R— R, f(x) = (х—1)(х—2)(х—3)(х-4). 
а) Arátati cá кш f (x) = 0 are exact trei rádácini reale. 
NONIS ON 
f ТИ О О rH 


€) Determinaţi valoarea minimă a funcției f. 


b) Arătaţi că 


4. Se consideră funcția f : (0,20) R, f(x) = x- x? шааж 
A 


а) Calculati f'(x), x e (0,00). 
b) Calculati lim f (x). 


c) Calculaţi lim f(x). 


„Fie funcţia f: RO К, f(x) - e'* -x-1. 


a) Determinati punctele de extrem ale funcției f. 


b) Саїсшай lim А & 1 


с) Arătaţi că е" um , pentru orice x eR. 


Se consideră funcția f: R— В, f(x) =—— D 
x t 


a) Calculati f (x), x eR. 
b) Calculati lim (1+ f(x)) . 


c) Determinati mulțimea valorilor funcției f. 


„Se consideră funcţia f: RR, f(x) = Vx? +1-х. 


a) Arătaţi că funcția f este strict descrescătoare pe К. 
b) Arătaţi că funcţia feste convexă. 
c) Determinati asimptotele graficului funcției f. 


. Se consideră funcţia f :R—> К, f(x)= Vx A. 


a) Studiati derivabilitatea functiei f. 
b) Determinati punctele de extrem local ale funcției f. 
c) Determinati punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 


. Fie funcţia f : (0.0) Е, f(x) fı 2) : 
Х 


а) Arátati că funcţia f este convexă. 
b) Calculati limita şirului (a, За „unde a, = /(1)+ /(2)+...+ (п) -InQn«1). 


c) Calculati limita șirului (b Am „unde b, = f "(D f "(2)+...+ f "(n). 


. Fie funcția /:(0,00)-» R, f(x)= ür 
x 


а) Determinați asimptotele graficului funcției f. 
b) Determinati punctele de extrem local ale funcției f. 
c) Determinati punctele de inflexiune ale graficului functiei f. 


Fie p22un număr natural fixat şi funcţia f; : RR, fo(x) 7 e". Pentru fiecare 

număr natural n se consideră funcția f, :R— R, f, (х) = faw). 

а) Ar&tati că f (х) = p"e"* , pentru orice хє R şi orice ne N. 

b) Determinati asimptotele graficului funcţiei f,. 

Л(а)+ },(а)+...+ f, (a) 
f. (a) 


c) Calculati lim ,unde ae R. 
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12. Se consideră funcția f :R*> R, f(x) =|х+2|е х. 


а) Determinafi asimptotele graficului funcţiei /,. 

b) Determinafi domeniul de derivabilitate al funcției f. 

c) Determinaţi punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 
x+ In x, x e (0,1] 

13. Se consideră funcţia f :(0,%)— R, f(x) = 4 Inx 

х-1 

a) Arătați că funcţia feste continuă pe (0,00). 

b) Studiati derivabilitatea funcţiei fin punctul x = 1. 


i 
c) Calculafi lim( foa. 


x«l 


» x€(lLo) ` 


х+1 
2х-3| 
a) Determinati asimptota spre +оо la graficul funcţiei f. 
b) Determinafi limita şirului (a, . , unde a, = f(1)- /(2)....- f(n). 


4. Se consideră funcţia f : R \ Hl > R, f(x)- 


с) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului funcției g : R— R, g(x) = f (x). 


5. Se consideră funcția f :R — R, f(x) = кын 


IC 
а) Calculaţi lim f(x) 
x0 
b) Studiati derivabilitatea funcţiei fin punctul x = 0. 
с) Determinati mulţimea valorilor funcției f. 


6. Se consideră funcţia f :(-1,)) >R, f(x) = (122) А 
1-х 
а) Determinafi asimptotele graficului functiei f. 
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 


c) Calculaţi lim x^ f (1) „unde c eR. 
х-э© х 
7. Se consideră funcția f :(0, o) >R, f(x) = ( 2) ; 
x 
а) Calculafi lim fix). 


х»0 
b) Determinafi asimptotele graficului funcţiei f. 
с) Calculaţi lim x(1—1n /(х)). 

X—>00 


3. Se consideră funcţia /:(-1,00)-» R, Хох) = (1+ х) -х. 


а) Determinafi intervalele de monotonie ale funcţiei f. 
Б) Arütati că In(1+ x) < x, pentru orice х»-1. 


с) Calculafi lim ®© | 
x-0 x 


' 49. Se consideră funcția f: R — В, f(x) = (x- ld . 


a) Studiati derivabilitatea functiei f. 
b) Determinati punctele de extrem local ale funcţiei f. 
c) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 
20. Se consideră funcţia f: R — R, f(x) = V 43x44. 
a) Determinaţi ecuaţia asimptotei oblice spre +оо la graficul funcției f. 
b) Атај că f2(x)- f (x) 2 x? +1, pentru orice x > 0. 
c) Determinaţi derivata funcţiei f în punctul x = –1. 


25 х<0 


5-1, x20 
а) Studiafi continuitatea funcției f. 
b) Determinaţi punctele unghiulare si de întoarcere ale graficului funcției f. 
c) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x =5. 


22. Se dă funcţia f :R >R, f(x) = Va +32 +1-x. 


а) Scrieţi ecuația tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisá x = 0. 
b) Arătați că graficul funcţiei admite asimptotă spre +% . 


с) Calculati lim (.f(n)) . 


21. Se consideră funcţia f :R — К, f(x) -| 


23. Se consideră funcția f :R >R, f(x)= х? 
х+Ье‚ х20 


а) Calculati lim f(x). 
х<0 


b) Determinati а,Ь e R pentru care funcţia f este continuă pe К. 
с) Pentru а-1 şi b =; , studiaţi derivabilitatea funcției f în punctul x = 0. 


: x+ cosx, x «0 
24. Se consideră funcția /: К  R, f(x) = | 4 Р 
x +e, x20 
а) Calculaţi lim f(x). 
x> 
b) Studiafi derivabilitatea funcției f în punctul x = 0. 


c) Саїсшай lim n(f(u2)- rQ)). 


25. Se consideră funcția f : (0,99)  R, f(x) = In(x +1) | 
х 


а) Determinati asimptotele graficului funcției f. 
b) Arătaţi cá funcţia feste strict descrescătoare. 
с) Arătaţi că funcția feste mărginită. 
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[x-1, x «0 
26. Se consideră funcţia f :R —R, у(х) = 0 x=0. 


xtl x20 
а) Arátafi cá fnu are proprietatea lui Darboux. 


"E (1 1 
b) Calculafi n |7 E ) 1 (5) A 


c) Arătaţi că f are derivată în punctul x = 0 şi determinati f'(0). 


27. Se consideră funcția f: R  R, f(x) = x«e'. 


a) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f 
b) Ar&tati că funcţia feste bijectivă. 


с) Calculati (f^! )'(1), unde f^! reprezintă inversa funcţiei f. 
1 
Foa 
x вп—,х ^0 

28. Se consideră funcţia f :R  R, f(x) = x , 
0, х=0 
a) Calculati lim f(x). 
b) Arătaţi că funcția feste derivabilă pe К. 
c) Demonstrati că funcţia f nu este monotonă pe nicio vecinătate a lui 0. 


Р 1 
29. Fie funcţiile f :R— R, f(x) = arctgx şi 2: R* O R, g(x) = arctg—. 
x 


а) Calculati lim (26 09 өвд) 

b) Calculati / (х) g (x), xeR*. 

с) Arütati cá arctg x + dut = 7 sm) „pentru orice x e R*. 
х 


30. Se consideră funcția f (о, z) >R, f(x)= зпх. 


а) Calculati f'(x), хє (0.2) А 
b) Studiati monotonia functiei f. 
c) Determinaţi mulţimea valorilor funcţiei f. 
31. Se consideră funcţia f : (0,00) — R, /(х) = ах-х. 
а) Determinati intervalele de monotonie ale funcţiei f. 


b) Determinati cel mai mic număr real a pentru care f(x) < а, pentru orice x e (0,0). 
с) Aflaţi numărul de soluţii reale al ecuației f(x) = m , unde m este un parametru real. 


32. Se consideră funcția /:(-1,00)-» R, f(x) = x -In(1- x). 
a) Determinati intervalele de monotonie ale funcției f. 
b) Determinati mulțimea valorilor funcției f. 
с) Fie şirul (a, ) . definit prin ao > 0 Şi а, = f(a,), Vn e №. Calculati lima, . 


‚ а) Calculaţi f'(x), x e (0,00). 


. Se consideră funcţia f :R — (-1,D, f(x) - ух? +x+1 -Vx -x+1. 


а) Arátati că funcția feste strict crescătoare. 
b) Arătaţi că funcţia feste surjectivă. 


с) Агман că şirul (x,) хы = fl), VneN, este 


: : 1, 
T. definit prin хун 


convergent. 


. Se consideră funcţia f : (0,00) — R, f(x) = xInx. 


a) Arátati că funcţia f este convexă. 
b) Demonstrafi că pentru orice n e N* există un singur punct c, e (n,n+1) astfel încât 


/@+1)- f(n)- fe). 


c) Calculaţi lim c, . 
п-›®© 


. Se consideră funcția /:[0,)-› R, f(x) = cos x . 


a) Arátati cá funcția /пи are limită la +оо. 


-= b) Determinaţi /',(0). 
c) Calculaţi lim ( (n 1) - f(n)). 


. Se consideră funcţia f :(0,00)-» R, f(x) = um 


T 


b) Determinați intervalele de monotonie ale funcției f. 
c) Comparati numerele 355 şi 55. 


. Se consideră funcţia f : R — R, f) = x42 - Ax . 


а) Calculaţi lim x^ f(x), unde a e R. 


b) Determinati punctele de extrem local ale funcției f. 
c) Arătaţi cà 4/3 3/7 > 23/5 . 


- Se consideră funcția f: R — R, f(x) = xe". 


a) Determinati punctele de extrem local ale functiei f. 
b) Arátati că f(x) = (x + 2nx + n(n -1))e * „pentru orice n e № şi orice x eR. 
f X0) f 2 +f 900) 
n 
Se consideră funcţia f :R — R, f(x) = sin Ax, unde A €(-1,0) (0,1). 


c) Саїсшай lim 


a) Determinati punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 5 

b) Arătați că f(x) = A" sin (ax + 28 , pentru orice n e № şi orice xe R. E 

J 

c) Саісшај lim f (0) . g 

1 E 

40. Se consideră funcţia f:R14-2,-1) >R, f(x) 2 ;————- * 
х +3х+2 

Bm 


- 
© 
ч 


41. 


42. 


43. 


а) Calculafi lim (700) + 70) цал ХОР 


b) Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei f. 


ЯЛЛ” 
c) Calculafi lim ETE ГО). 


1 
Se consideră funcţia f : R* — R, f(x) = e. 
a) Calculati lim х(70)-1). 
b) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 
с) Determinaţi valorile parametrului real m pentru care ecuaţia f(x) = тх? are exact 
trei rădăcini reale. 


1 
Se consideră funcţia f : R* — R, /(х) = хех. 
а) Calculaţi f'(x), xeR*. 
b) Determinafi valorile parametrului real m pentru care ecuaţia /(х) = m are exact 
două rădăcini reale. 
c) Se consideră şirul (a, hs definit prin aj >0şi а, = f(a,), Vne №. Calculafi 


lim ( f (a,) - a, ). 


Se consideră funcția f :[0,3] > R, /(x) = (x) -(1- 63), unde (x) reprezintă partea 
fracționară a numărului real x. 
а) Саїсшїай lim ЈО). 
x«l 
b) Determinafi domeniul de continuitate al funcţiei f. 


c) Determinafi punctele în care funcţia f nu este derivabilă. 
Bacalaureat 2009, varianta 28 


„ Se consideră mulțimea de funcţii 


Mz "n 1-4441-К | f este de două ori derivabilă, /(0) = 0, / (0) = 1} : 
а) Arátafi că funcţia u :[-1,1] > R, u(x) = e* sinx aparține mulțimii М. 


b) Arătați că, dacă fe М, atunci lim (1+ gs =e, 


с) Demonstrați că, dacă fe M şi ne N* , atunci lim Pu = nf 2 : 
x! X 


Bacalaureat 2009, varianta 67 
x, xeQ 
х?,хєВ\ Q ` 
а) Атај că | f(x) < |], pentru orice x e[-1,1]. 
b) Arătați că funcția feste continuă în punctul x = 0. 


c) Arătați că funcția fnu este derivabilă în punctul x = 0. 
Bacalaureat 2009, varianta 63 


Se consideră funcția f :R  R, f(x)= | 


„ Fie mulțimea 4 = К\{1,2,...,м}, ne N* şi f:4 >R, posl alep 


. Se consideră funcția f :R —> R, f(x)= 


32. Se consideră funcția f :R O R, f(x) = em 


1 1 


х-1 х-2 x-n 
a) Determinati asimptotele graficului funcţiei f. 
b) Dacă a € R , determinaţi numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei f(x) - a. 


с) Determinaţi numărul punctelor de inflexiune ale graficului funcției f. 
Bacalaureat 2009, varianta 96 


„ Se consideră funcţia f : (0,c0) — (0,00), f(x) = | 2) А 


а) Arătaţi cá f este bijectivă. 
b) Calculati (/-1)'(1n2). 
/®+ fQys e fen 


c) Calculati lim 
pem aD) 


„ Se consideră funcția f :(1,00) — Е, f(x) = и! 23! 
х 


a) Determinati asimptotele graficului funcției f. 
b) Calculati f (х), x e(1,oo). 


с) Calculaji lim (0+ /(2)+...+ fn). 


. Se consideră funcţia f : R* — В, f(x) ==. 
x 


a) Determinati intervalele de monotonie ale funcţiei f. 
b) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f. 
c) Calculaţi lim n? (f(n+1)- f(n)). 

(Цан 


Bacalaureat 2009, varianta 84 
х 
-1 
5-3 ух 
х 4 


1, x-0 


a) Arátati că funcția f este continuă pe К. 
b) Studiaţi derivabilitatea funcţiei f în punctul x = 0. 


c) Calculaji lim n | f (+) - A=) : 


l — 


Se consideră funcţia f :R — К, f(x) = n n 


0, inrest 
а) Calculafi lim f(x). 
x0 


b) Studiaţi continuitatea funcţiei /. 
с) Studiaţi derivabilitatea funcţiei f. 


a) Determinafi asimptotele graficului funcției f. 
b) Determinaţi punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 


B MATEMATICĂ — М1 


= 
o 
i] 


а) Calculafi lim n” (f(n*1) (п), unde a eR. 


1 1 у 
b) Arătaţi cá < f(k 4 1)— f(k) < —— , pentru orice k є №. 
АШ гэ Үк 
с) Arátafi că şirul (х„) „ este convergent. 


. Se consideră funcţia f : R >R, f(x) = x! 43x. 
а) Arătați că, pentru orice А € К, ecuaţia f(x) = À are o unică soluţie reală u(A). 
b) Arătaţi că funcția и definită mai sus este derivabilă pe К. 
u(A) 


c) Calculati бт. 


е 


. Se consideră şirul Л ) „ definit prin a, € (0,1) si а, = а?-а„+1,\Уп>1. 
а) Arátati că a, € (0,1), pentru orice n21. 


b) Arătaţi că şirul (a, ),,, este monoton. 


ч 


c) Calculaţi lim a, si lim (aja,...a, ). 
no no 
- 
B. Se consideră funcția f :R — Е, /(х) = а ih н 
0, х=0 
а) Агман cá funcția feste continuă ре R. 
b) Studiafi derivabilitatea funcţiei f în punctul x = 0. 


с) Fie x, eR şi x, = /(х,), Vn e М. Arătaţi că şirul (x,) ., este convergent. 


п>0 
9. Pentru fiecare n € N, n 21, se consideră funcţia f, : Е — В, f, (x)= e? +n? -2x-1. 
а) Arátati că funcţia f, este convexă, pentru orice ne N*. 
b) Demonstraţi cá, pentru orice n € №, ecuația /,(х)-0 are o unică soluţie reală 


pozitivă, notată x, , iar x, є е 
п п 


п 


c) Calculati lim nx, . 
n-—»oo 


0. Se consideră funcția f, :(0,00) > В, f, (х) = x" + In x, unde ne N*. 
а) Demonstrafi cá, pentru orice ne N*, ecuaţia f, (x) = 0 are o singură soluţie reală, 
notată x, , şi x, є(0,1). 
b) Arătaţi că şirul (x), este strict crescător. 


n>l 
с) Calculafi lim x, . 
n 


Alte probleme selectate din variantele propuse de MEdCT 
I 
71. Se consideră funcţia /:К* К, f(x) = (x-De *. 
a) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f in punctul de abscisá х=1. 
b) Агай că funcţia f are două puncte de extrem. 


c) Determinafi ecuaţia asimptotei spre +% la graficul funcției f. 
Bacalaureat 2008, varianta 81 


3 


2 
72. Se consideră funcţia /: К R, f(x)= 2^1 k 
x 
a) Arătaţi că graficul funcţiei f admite asimptotă spre +оо. 
b) Arătaţi că funcţia f este inversabilă. 


1 
c) Calculati lim (.f(e*)): . 


Bacalaureat 2008, varianta 91 


73. Fie funcţia f : R9 R, Ро) = 4 ху —3x+2. 
| HT. 


a) Calculafi BE 
By 

b) Determinafi domeniul de derivabilitate al funcţiei f. 

c) Determinati punctele de extrem ale funcției f. Bacalaureat 2009, varianta 55 


74. Fie funcția f: R9 В, f(x) = V3? 43x? 42x 41- V? -x 41. 


a) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f in punctul de abscisá x = 0. 
b) Arátati că graficul funcţiei f admite asimptotă spre +% . 


c) Calculaţi lim (forore | 
n» n 


Bacalaureat 2008, varianta 99 


x41 

х-1|` 
а) Arătaţi că dreapta de ecuaţie x = 1 este asimptotă verticală la graficul funcției f. 
b) Arătaţi că graficul funcţiei f admite asimptotă spre +оо. 
с) Studiati derivabilitatea funcţiei f- 


75. Se consideră funcția f : К\{1) — R, f(x) = x 


Bacalaureat 2009, varianta 83 


76. Ес funcţia f: R9 К, f(x) = 455 -3x42. 
a) Arătaţi cá graficul funcţiei f admite asimptotă spre +оо. 
b) Determinaţi intervalele de monotonie ale funcţiei f. 
c) Calculati lim x(2arctg /(x)- л). Bacalaureat 2009, уаната 78 


77. Se consideră funcţia f : R* — R, f(x) siad. ; 
x 
a) Calculati lim f(x). 
x0 


b) Calculati f'(x), xeR*. 


c) Determinati ecuaţia asimptotei spre +оо la graficul funcției J. 
Bacalaureat 2009, varianta 50 


8 MATEMATICĂ - M1 


E 
- 
uw 


21 
xsin—,xeR* 
х? . 


78. Se consideră funcţia f :IR— R, у(х) = | 
0, x-0 

a) Arátati că funcţia feste derivabilă pe К. 

b) Calculaţi lim f». 


c) Demonstraţi că funcţia f este mărginită ре К. Bacalaureat 2009, varianta 16 


m: 
xsin—, x e(0,1 
79. Se consideră funcţia f : [0,1] R, f(x) = x (0,1] к 
0, хаб 
а) Arătaţi că funcţia feste continuă ре [0,1]. — | 
b) Determinafi domeniul de derivabilitate al funcției f. 


. " c К 
с) Arătaţi că, pentru orice ne №, ecuaţia /(х) = cos— аге cel puţin о soluţie în 
х 


Bacalaureat 2009, varianta 52 


: ] 1 
intervalul | ——,— |. 
п+1 п 


80. Se consideră funcția f : R— R, f(x) = arcsin i 2 : 
+х 


а) Calculaţi lim f(x). 
хо 


b) Determinafi domeniul de derivabilitate al funcţiei f. 
c) Demonstrafi cá functia f'are douá puncte de extrem. 
: Bacalaureat 2009, varianta 48 


81. Se consideră funcţia f :(0,00) — R, f(x) 2 x *Inx. 
а) Arátafi că graficul funcției nu admite asimptotă spre +оо. 


b) Агаар că ecuația f(x) = 0 are o unică soluție x, e (ы) : 
е 


c) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului funcției f. 
Bacalaureat 2009, varianta 76 


82. Fie funcţia f : (1,00) — R, f(x) = In(In x). 
а) Determinaţi ecuația tangentei la graficul funcţiei fîn punctul de abscisă x =e. 
b) Demonstrati că funcția feste concavă. 


с) Calculaţi lim лэрэлэ . 
хэв fa) 
ВЗ. Se consideră funcţia f : R > R, f(x) = xarctg x In(1- x2). 
а) Arătaţi că funcția f este convexă. 
b) Arătaţi că funcţia f' este mărginită. 
€) Demonstrati cá. f'(x) > 0, pentru orice x e R. 


Bacalaureat 2009, varianta 92 


Bacalaureat 2009, varianta 10 


84. Se consideră funcţia f :IR — К cu proprietatea că xf (х) = е* –1, pentru orice хє Е. 
а) Determinafi ecuația tangentei la graficul funcției f în punctul de abscisá x=1. 
b) Атаў că funcţia feste continuă în x = 0 dacă şi numai dacă /(0)-1. 


с) Arătați că dacă funcţia feste continuă în x = 0, atunci ea este derivabilă pe Е. 
Bacalaureat 2009, varianta 77 


x2+x+a 


7 gs.Fie a c R şi funcţia /:Е\(-1) R, /(х)=—; ] 
х — 


a) Calculaţi lim (f (9Y . 
b) Determinafi valoarea numărului real a pentru care 3 este punct de extrem local al 


functiei f. 
c) Determinaţi valoarea numărului real a pentru care graficul funcţiei f admite exact о 


asimptotă verticală. Bacalaureat 2009, varianta 73 
2 
: dară : x" +ах+5 
86. Se consideră funcția f :R — К, f(x) = =. 
І ух? +1 


a) Calculaţi f(x), xeR. 

b) Determinati valorile numărului real a pentru care funcția f are trei puncte de extrem. 

с) Pentru a = 0, determinati ecuația asimptotei spre +оо la graficul funcției f. 
Bacalaureat 2009, varianta 46 


87. Se consideră funcţia f :R >R, f(x) = nx « 1x ). 
a) Arátafi cá funcția f este strict crescătoare. 


b) Studiaţi convergenta şirului (x, ),., definit prin x, 21 şi х, = f(x,), Vn e N*. 


. €)Demonstrafi cá f(x*1)— f(x) S1, Vx eR. Bacalaureat 2009, varianta 87 


88. Se consideră funcția f :R — R, f(x) = xarctgx si şirul (х,) 
хон = Fu), Vne №. 
а) Arătaţi cá funcţia feste strict crescătoare. 
b) Determinaţi ecuaţia asimptotei spre — a graficului funcţiei f. 
с) Arátati că şirul (х„) este convergent. Bacalaureat 2009, varianta 42 


зт definit prin x, 21 şi 


п21 


89. Se consideră funcția /:(0,00)-»(0,00), f(x) = 225) 
E х 


şi şirul (х„) definit prin 
Xo =2 Şi хн = f(x,), VneN. 
a) Determinati asimptotele graficului funcţiei f. 
b) Arătaţi că lim x, -1. 
no 


c) Demonstrafi că şirul (y,) .,, dat de y, = x; +X, + x; +..+х„—п este convergent. 


n20 ? 
Bacalaureat 2009, varianta 18 


90. Se consideră funcțiile /,:(0,)-› R, f, (x) = х" +Inx, neN*. 
| ^ a) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f,. 


b) Arătaţi că funcţiile о, : (0,00) Э К, g,(x) = f, (x) * Л, (2), n € №, sunt convexe. 
x 


c) Admitem că, pentru orice n e N*, ecuaţia f, (x) = 2" are soluţia unică x,. Arátafi 
că şirul (х,) 


este convergent la 2. Bacalaureat 2009, varianta 90 


пі 


Ш МАТЕМАТІСА - М1 


- 
m 
л 


|, Se consideră funcţia f :R — R, f(x)=x-sinx. 
а) Arütati că funcţia f este strict crescătoare. 
b) Admitem că, pentru orice n € №, ecuaţia f(x) = n are soluţia unică x,. Arátati că 
şirul (x, „>, este convergent. 


x А ЭМЕ 
**l unde (x, ),., este şirul definit mai sus. 
X п21 


п 


c) Сасшай lim 
no 


Bacalaureat 2009, varianta 9 


— 


. Se dau funcţia f : R — R, f(x) = x-cosx şi şirul (x, ),. definit prin x, € (0.2) si 


хы = f ТЕЛ, 
a) Arătaţi că funcţia f este strict crescătoare. 


Z) vnen. 


b) Arătați cá x, €| 0, 2 


c) Calculati lim х, Bacalaureat 2009, varianta 8 
noo 


. Pentru fiecare гє R consideră funcţia f, : R  R, f(x) = х? (х. 
a) Сасшан f, (x), xe R. 
b) Arătaţi că fiecare funcţie f,, t e К, este inversabilă. 


с) Arátati că funcția g : R9 R, g(7)= sf! (1) este continuă în punctul / = 0. 
Bacalaureat 2009, varianta 93 
. Pentru fiecare n e №, n 2 2 se defineşte funcţia f, :[0,00) — R, f, (х) = х" -nx-1. 
a) Arátati cá, pentru orice ne N, n > 2, funcţia f, este convexă. 
b) Arătați cá, pentru orice n e N, n > 2, ecuaţia f, (х) = 0 are soluţie unică. 
c) Calculati lim x,,unde x, este unica soluţie a ecuației f, (х) 20, neN, nz2. 


Bacalaureat 2009, varianta 98 
Se consideră funcţiile f, :(0,00)-» R, у, (х) = x"! —(n+2)x+n, ne N*. 
а) Arătaţi că graficele funcţiilor f, nu admit asimptotă spre +оо. 


b) Arátati cá, pentru orice ne №, f, are exact un punct de extrem x, . 
с) Calculati lim (x, ^ , unde x, este punctul de extrem al funcţiei f,, ne №. 
пус 


Bacalaureat 2009, varianta 94 


Se consideră funcţia f: R — R, f(x) = зүй | 


а) Studiafi derivabilitatea funcţiei /їп punctul x = 0. 
b) Arátati că, pentru orice număr real ke (0,00), există c e(k,k--1) astfel încât 


/®+)у- f) o gr. 


: Н 1 1 
€) Demonstrati că şirul (a, > à, = == += +...+ 22 f(n) este strict descrescător. 


3/1 217 Em 


n21? 


Bacalaureat 2009, varianta 69 


97. Fie funcţia f : (0,9%) — R, f(x) =1пх şi şirul x, аа а л, VneN*. 
n 


a) Determinati asimptotele graficului funcției Л. 
1 
b) Arătaţi că РЕР) < —, Vk e N* 
k+1 k 


c) Arătați că şirul (x, Жы este convergent. Bacalaureat 2009, varianta 7 


i 1 2х+1 
98. Se consideră funcţia f :(0,00) > R, /(х) = L2) 


a) Calculați f'(x), x e (0,%). 
b) Атай că f(x)<0 pentru orice x € (0,00). 


с) Arătați că şirul (х,) 


‚ х, = +1 (p) este strict descrescátor. 
nèl 23 n 2 


Bacalaureat 2009, varianta 68 
99. Pentru orice ne N, n23, se consideră funcția f, :R >R, f(x) = sin" x si se notează 
cu x, abscisa punctului de inflexiune a graficului funcției din intervalul (o z) : 


a) Arátati că f (х) = n(n — sin”? x - n? sin" x, x e В, pentru orice ne N, n23. 


b) Arátati cá sinx, — = „pentru orice ne N, n23. 
n 


c) Calculati lim /(х,) Bacalaureat 2009, varianta 14 
no» 


100. Fie funcţia f :(0,00) — Е, f(x) = X şi şirul (ap) „|, a, = A'IBUU WE 
a) Arátati că funcţia f' este strict crescătoare pe intervalul (0,20). 
Baked — bara. ae АИ 
20641) kel Jk kal 2kdk 


c) Demonstrati cá sirul (a, ) este convergent. 


„pentru orice k e №. 


Bacalaureat 2009, varianta 33 
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Tema 3.2 


Primitive. 


Primitive. 

Definiţie. Fie 7 c R un interval. Spunem că funcția f: 7 — К admite primitive dacă 
xistá o funcție derivabilă F:I—R astfel încât F'= f. 

Observații. 

1. Dacă funcţia /:1-» Е admite o primitivă, atunci există o infinitate de primitive ale 
ale. Mulțimea acestor primitive se notează cu | fad. 

2. Dacă F:I —R este o primitivă a funcției f :/ — R , atunci [ода = F(x)+C, 
inde С este mulțimea funcţiilor reale constante. 

3. Orice funcţie continuă f : 7 — R admite primitive. 

4. Orice funcţie £:7 — В care admite primitive are proprietatea lui Darboux. Dacă f 
зи are proprietatea lui Darboux pe intervalul /, atunci nu admite primitive pe Z. 

5. Dacă о funcție /:1-» В are un punct de discontinuitate de speța I, atunci f nu 
admite primitive. 

Proprietăți. Fie /,2:1-» R două funcţii care admit primitive. 
1. Dacă funcţia f : IZ — R este derivabilă pe 7, atunci [ /(х)ах = f(x)+C. 
2. (ао) + В8в(х))&с= а [/(х)йх+ В | дф. 
3. Formula de integrare prin párti: f f 'œe(x)dx = f(x)g(x)- f /(х)в (хуйх. 


Formule utile 
1. fa &=ах+С, acR, D-R. 


1 


xat 
Ж—-+С,аеВ\{-1}, Р=(0,+®). 


2. [еа = 


2 
2.1. рае +С, D=R. 22. Ps = 2 x C, = [0,+). 


2.3. Rude 2 ec, D=R. 24. [—=&=2/х+С, D =(0,+0). 


Н 
ух 
: 1 

2.5. dx = = | Бы 

LE 24x*a*C, aeR, D-(-a,4«). 


3. fa dc =. 
[т&=-=—+с, ae(0,) M1), D-R. 


sa. ['@=е +c, D=R. 3.2. [еа = е" «C, ac R^, D=R. 
a 


A. — dx = In|xd|4 C, аєВ, р= Е\{-а}. 
х+а 


4.1. [Lx = in|] C, р-Ё. 4.2. [а= асс, acR',beR. 
x ax+b a 


x-a 


8. | = an 


aibe a +C,aeR', D=R\fża}. 
x -a a 


xta 


1 : 
5.1. Eze = -d|«C, acR', D- RM). 


6. — € o! aeR', D-R. 
| x +a a a 
6.1. [ga carte C, D-R. 62. [2-0 а) +С, aen 
х? +1 х? +а? 2 


7. [k= nl eec. аєЕ, D=R. 


yx +a 


7.1. | = +a +С, aeR', D-R. 


NX ча 
xx! - a? 


1 
в. | = n 
x-a 
8.1. jN -a +C, aeR', D-(-,-a)u(a,4«). 


+C, ає(0,+о), D = (-о,-а)о(а, но). 


Ела 
4x? -а 


1 . xX 
9. eee uie ає(0,+о), D =(-а,а). 
9.1. мг Зэн a!-x! «C, aeR', D-(-a,a). 
[li (ва) 


10. [sin x = -cosx 4C, D=R; 11. [cosxdx = sinx+ C, D=R. 


12. [е хас = - In |eosa]+ C, per [EdE zi 


13. [ов хас = In[sinx| -С, D=R\{kz |k eZ}. 


1 
14, za cem C.D = Rr |k e2}. 


2k +1 
15, [— dez ere, рев СЕЛ ez) 
cos" x 2 


- 
UR Um oco m өв —— ив Зав — Өв - ив Энэ зав ӨМ Өв - i Hw i  -— i сэв нь - нэ юэ юз "тз "з = отө ани 


Probleme propuse 


1. Fie funcţiile F:R >R, FG) e G^ «x«le? si /:Ё-э В, у(х) = 2x! -Ue?*. 
а) Arătaţi că funcția F este o primitivă a funcției f. 
b) Arătaţi că funcţia F este strict descrescătoare ре К. 


E MATEMATICĂ - М1 


2 
- 
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c) Arátati că funcţia F este convexă pe Е. 


Р 1 
2. Se consideră funcţia f: (0,499) — Е, f(x) = y . 
x 


a) Arătaţi că funcția F :(0,-+c0) >R, F(x) = 2\/х (In x- 2) € o primitivà a functiei f 


b) Să se arate că orice primitivă G a funcției f este strict crescătoare pe [1, +0) : 


1 
. deră functia f :R >R, f (x)= ———. 
3. Se consideră funcția f f(x) oval 
Р 243 2x41 
a) Arătaţi că funcţia F : IR >R, FG) - Pa 2521) x€ R, este o primitivă а 


functiei f. 
b) Demonstrafi că orice primitivă a funcției f este strict crescătoare. 
c) Arătaţi că orice primitivă a funcţiei feste injectivă dar nu este surjectivă. 
d) Determinaţi punctele de inflexiune ale funcţiei F. 
4. Se consideră funcția f/: RR, HORG t +х+а), aeRsi Е:К-Ё о 
primitivá a lui f. 
a) Determinati a ştiind că F este strict crescătoare. 
Е(х)-Е() 1 
guapo 4 i 
c) Determinati a ştiind că funcția F are două puncte de inflexiune. 


Б) Determinati a ştiind cá lim 
x 


5. Se consideră funcţia /:Е RR, Јо) 2 e? (a? +4х+а) ,aeR'si F:ROR o 
primitivá a lui f. 
F()-F(0) _ 
x 


a) Determinaţi a ştiind cá lim 1. 
x30 


b) Determinaţi a ştiind cá F este strict crescătoare pe В. 
с) Arátati cá pentru orice a € R , funcţia F are două puncte de inflexiune. 
6. Fie F, f: R5 К, F(x) = (ax b)3?, f(x) = x3*. Determinati a,b eR. pentru care 
funcţia F este o primitivă a funcţiei f. 
7. Se considerá funcţiile F,f: (e) >R, F(x) = (ах + bN3x * 
f(x) = J3x +1 . Determinati a,b € R ştiind că funcţia F este o primitivă a funcției f. 
8. Se dau funcţiile F, f : (71,49) — R, F(x) = (aX? *&bx*c)ux*l, f(x) = хух+1. 
F(x)- FQ) 
x-1 ` 
b) Dacă F este o primitivă a lui f, determinati intervalele de monotonie ale lui F. 
с) Determinati a,b,c eR ştiind că funcția F este o primitivă a funcției f. 


а) Dacă F este o primitivă a lui f, calculati lim 
x1 


9. Se consideră funcţiile Е, f :(0, +оо)  R, Р(х) = x(aln? x blnxec), /(х)-107х. 
F(x)- FU) 
x-1 ` 


Е(х) 


b) Dacă F este o primitivă a lui f, calculaţi lim ——7^. 
xo x 


a) Dacă F este o primitivă a lui f, calculafi lim 
x 


c) Determinaţi a,b,c € К ştiind că funcţia Р este o primitivă a funcţiei f. 
10. Arătaţi cá există numerele reale a, b, c astfel încât funcția F:R-—R, 
Е(х)= (ax? + b) cos x  cxsinx este o primitivă a funcţiei /:Ю-› R, f(x) = х? зіп х. 


х? +соѕх pentru x « 0 
11. Determinaţi a,b € Ё ştiind că funcţia f: RR, f(x)=1a pentux=0 
In(x+1)+ b pentru x > 0 
admite primitive. 
12. Arătaţi că funcția /:Е Э Е, /(x)=(x) (1 - {х}) admite primitive, unde {а} este 


parte fractionará a numárului real a. 
Variante bacalaureat 2009, enunf adaptat. 


13. Arátati că funcția f:R>R, f (9) [es 07297 


admite primitive, unde [a] 
este partea intreagá a numárului real a. 
14. Determinati aeR pentru care functia Е:К-К, 
4 
+ x pentru x < 0 
Е(х)= | х +x pentru x 


este primitiva unei alte funcții f :R К. 
In(x? +1) + ax pentru x 2 0 


и А 2х?- х, х<1 
15. Se consideră funcţia С:К- К, G(x) = . 
In(x? +х-1)+ах+Ь, х»! 
Determinati а,Ь € R pentru care С este primitiva unei alte funcții g : R >R . 


x9? + x pentru x < 0 


16. Se consideră funcţiile F:R > В, F(x)=4 a pentru x = 0 
х?1пх + bx c pentru x > 0 
Determinafi a,b,c e R ştiind că funcţia F este primitiva unei funcţii f : R — К. 
ax+b, x«l 
In? х+1, x21 
b pentru care funcţia F este primitiva unei funcții f. 


17. Fie a,b € R şi funcția F: RR, Е(х)- | „Determinaţi numerele a şi 


Я х – <0 ; 
1&.Fie abeR şi funcţia f:R>R, rom Ag . Sá se determine 


xcosx+b, х»0 
numerele a şi b ştiind că funcţia feste primitivă pe R a unei alte funcții. 
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К 2012 : ноу £N 
9. Determinaţi ae Ж pentru care funcția f :R m, лә-) x^ ^ репітих< 0 7 [POLO a; d) Пг) (лор) 


хах + x? pentru x > 0 


admite primitive. 
D. Se consideră funcţia /:Е  R astfel încât xf (x) = arctgx, Vx eR. 
a) Determinafi f (0) ştiind că funcţia f admite primitive. 
b) Pentru f (0) =1, аган că orice primitivă F a lui f este strict crescătoare. 


F(x) 


dx, Variante bacalaureat 2009 


” | FS- Y O k 
Јо) 


25. Se consideră funcţiile f, : В — К, f, (х) = ,neN. 


x 
x! +4 
a) Calculafi Їл (x)dx si Їл (x)dx. 
b) Arătaţi cá orice primitivă a funcției f, este o funcţie bijectivă. 


с) Pentru f(0)=1, calculati limita mo , unde F este o primitivă a funcției f. 


1. Arătaţi că funcţiile următoare admit primitive. 
x<0 


чан x»0 


c) Determinati n, pentru care funcția f, admite primitive injective. 


gar iced. да з 26. Pentru n e № se consideră funcţiile f, :(0,+®) > В, f, (x) = x" Inx. 


1 

——, х#0 Demonstrati cá primitivele funcției f, sunt convexe pe intervalul | —,-oo |. 

b) f:R>R, /(х)={ x a цаг нел P Ё | 
1 х=0 € 
b) Сасшай [— — dx, x e(1,4«), n22. 

хе^, х<0 | f. (x) 
c) f:R>R, у(х) =. : Variante bacalaureat 2009 

sinx, x»0 


27. Se consideră funcţiile f, :(—3, 4o») Э В, f, (x) = —— , neN. 


2. Arátati că funcțiile următoare nu admit primitive. x4 T 


2 : : 
a) f:R>R, sa-l e ын - a) Саїсшай IFA! x)dx si MAOL: 
шиг b) Атай că orice primitivă a funcţiei f, este crescătoare. 
Р c) Оеїегпипай n, pentru care funcţia f, admite primitive descrescătoare pe intervalul 
b f:ROR, fQ)-1 5-8 (3,0) 
1, x=2 | ERES 
х 28. Se consideră funcţiile f, :R — R, f, (x) = —, neN. 
o f:R>R, fo Pri ин кн нише (rn 
sinx, х> 0 


а) Саїсшай [/,(х)@  [((х)-Л(х))&. 
b) Fie F, primitiva funcției f, care îndeplineşte condiţia F, (0) = 0. Calculati Е, (1). 


3. Fie f: R (0,40) o funcţie derivabilă. Determinafi, în funcţie de f, primitivele: 
a) feo rea: b) [ro ang xe, fa 2 js: ; €) [9-79 а; 
е 


с) Arătaţi că orice primitivă a funcției fj, este concavă ре intervalul (—0,0). 


4) Ї sinx: f(x) + cos: /(х))ах; e) [: sinx- f (x) - cosx- f(x) dx ; d) Determinafi toate numerele n e № pentru care orice primitivă alui f, este convexă 
р [05570 Core Pel ELO д 9 ORAO й | pe intervalul (0,40) . 


4. Fie f:R — (0,+c0) o funcţie de două ori derivabilă. Determinaţi, în funcție de /; 
următoarele primitive. 


в) [+ poe; b) f-£C20*f03)e4 
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Tema 3.3 


Functii integrabile. 


Fie abeR, a«b, A-(a-x «x €x <..<х, = b) o diviziune a intervalului 
aH] și € -(&.5. 5) cu ée [5521], іє {1,2,..,п) un sistem de puncte 


ntermediare asociat diviziunii А. Numărul [д = max (|х, —х, | | Pi зе numeste 


orma diviziunii A . Pentru funcţia f : [2,6] ЭК n notám e( 71.4, ё)= XA HG (x, în 


umită şi suma Riemann asociată funcției f, diviziunii A şi "— de puncte 
ntermediare 2. 


Definiţie. Funcţia f:[a,b] >R este integrabilă pe intervalul [a,b], dacă limita 


lim ol /,А,ё) = jim /(&)(х,—х) este finită. Aceasta se notează cu [ Pia. 


Observaţie. 


. De cele mai multe ori în exercitii întâlnim următorul caz particular. f :[0,1] >R, 


А = (o « d « 2 "eomm ) - diviziunea echidistantd a intervalului [0.1] , Şi sistemul de 
n n n 


i -1 = , 
uncte intermediare 2=(4,2,,..,,) cu 4 E Ч і=1,п. Dacă funcţia 


sib) 


f :[0,1]  R este integrabilă pe intervalul [0,1] , atunci Ї f(x)dx 
пә+о ү 
0 
„ Dacă f :[a,b]—> R este funcţie monotonă, atunci f este integrabilă pe intervalul [a,b]. 
„ Dacă f :[a,5]  R este funcţie continuă, atunci f este integrabilă pe intervalul [a,b]. 


„ Dacă f':[a,b] — R este funcţie continuă pe intervalul [a,b] cu excepţia unui număr 


init de puncte de discontinuitate de speța 1, atunci feste integrabilă pe intervalul [a,b]. 


Proprietăți importante 
. Formula Leibniz-Newton (formula fundamentală a calculului integral). Dacă 
f :[a,b]—> R este o funcţie integrabilă care are primitive, şi F este o primitivă oarecare 2 


ui f, atunci [ fă = F(b) - F(a). 
OLO. 


|. Aditivitatea în raport cu un interval. [ /(х)ах = [ /(х)ах + [ f(x)dx, Vc ela,b]. 


= [лода | еб). : [алова лода, VAeR- 


5, Formula de integrare prin părţi. Dacă in plus funcţiile f şi g sunt derivabile cu 
derivatele funcții continue, atunci [ f 'GOogGodx = f (og, - Ї f Go) (х)ах. 


в. Teorema de medie pentru integrale. Dacă funcția f: [а,Ь] э R este continuă, atunci 
există c € (a,b) astfel încât | /G)dx = (6 -a)fo). 


7. Prima formulă de schimbare de variabilă. Fie funcţia f:J — К continuă şi funcţia 


u:[ab]=J (J este un interval) continuă cu derivata continuă, atunci 
u(b) 


ол (и(х))&= | fo. 


u(a) 
8. A doua formulă de schimbare de variabilă. Fie g:[c,4] — [a,b] o funcţie bijectivă, 
p, q^ derivabile, ф' continuă şi ф'(г) 40, Vt e [c,d]. Dacă funcția f :[a,b] >R este 


9 
continuă pe [a,b], atunci | /(х)ах = ! /(Ф@))е'@)й. 
e (a) 


9, Derivata unei integrale. Fie funcţia continuă /:[а,5] >R şi F:[g, 5] R, 
F(x) = | f (Odt . Atunci funcţia F este o primitivă a funcţiei f, айса F (x) = f(x). 


9.1. Fie f:[ab]— R continuă si funcţia и:/ Э [a,b], (1 este un interval) este 
derivabilă cu derivata continuă, atunci funcţia F:[a,5] >R, F(x)- [7 (t)dt este 


derivabilă şi F (x) = /(и(х))-и(х). 
10. Proprietăţi de monotonie şi mărginire. 

Dacă funcţia f :[a,b] = (0,0) este integrabilă, atunci Р /(х)х 20. 

Dacă funcţiile f,g:[a,5] — R sunt integrabile şi f(x) € g(x), Vx [a,b], atunci 
[лода | poa. 

Aplicaţii ale integralei definite. Fie f :[a,b]— R o funcţie continuă. 


11. Aria suprafeţei plane cuprinsă între graficul funcţiei f, axa Ox şi dreptele de ecuaţii 
Х=а şi х= Б este egală cu [ [/ 9 | ёс. 


12. Volumul corpului obținut prin rotația graficului funcţiei f în jurul axei Ox este egal 


cu р, =л [| Pda. 
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Probleme propuse 


1. Calculati următoarele integrale (formula Leibniz-Newton). 


a) [e +1) a; b) 1-4) а: 


22 2 137 
X +х+1 7 = | ах: 
Vx dais (=) i 


2 2 


1 
1 
&; 
1 d | 4х-2 
2. е următoarele integrale (formula Leibniz-Newton). 


a) Je- е"); b) 2-е) e: с) (+з); 


1 
| 1 
4) fe ‚Жы 9 |! “| ү ip Vu 


3. байый urmátoarele integrale (formula Leibniz-Newton). 


1 КД 
а) Et 2, Toni >; af 5 LE 
e) plu Po; e 8) xz +1 


4. кыша! urmátoarele integrale (formula ше 
ГЭЖ hod 
) |== dx b) dx 
: БД N rome 
1+x hod Lo x 
e) : р =; 8) |h 
jen 41-32 1 44-32 | [4-32 


5. Calculaţi următoarele integrale (formula Leibniz-Newton). 


gj | x41 


3 
4 4) 
oNx +1 | х -1 


л + х 

а) | ахас: 5) [2 совхас: с) [f texar; d) башл; 
0 

/4 dx /4 dx /3 dx 
е, ——; : ————. 
27 sin? x ' Ї cos? x ' Г, sin? xcos? x 
6. Calculaţi următoarele integrale (aditivitatea la interval). 

2 2 2 

а) [Ix-1]dx; у fx as; 9 [х[х]&; 
0 0 0 


1 1 1 
d) [x(x) dx; e [ix-smx|de; P [ix-arctgrl x. 
-1 A - 


7. Calculafi următoarele integrale (formula de integrare prin părți): 
А : 2 х 20% he: ах; 
а) | хѕіпхах; b) [ xeosxax ; €) | xe'dx d) | хе*ах; e [ах 


е e e e 
? хас, 2 ln xd; xa; pM 
7 În хах; р) р In xdx ; epe dr dx 


8. Calculati urmátoarele nee (prima formulă de ш de ар 


Ул 
4) | xsinx? dx ; b) P cosx'dx; с) те d) (5 x? +14; 
0 ò 
Enr, ГЭ . / sin dx 
9) Ї dx; F) oss sin(sin x)dx ; [T nem 


i 
9. Calculati urmátoarele ТЕРГ (а ed formulă de schimbare de variabilă): 


a) [хУх+1&; » [—- LI 


10. Se consideră funcțiile f,F: (0,4) — В, f (x)= 
x 
a) Arătaţi cá F este o primitivă a funcţiei f . 


2x 
b) Calculafi f f(x)dx 


c) Calculați lim | fina. 


11. Se consideră funcţia f :R > R, f(x) = x-sinx. 
a) Calculafi | f(x)dx 


b) Determinați aria suprafeței plane determinate de graficul funcției f, аха Ox şi 


dreptele de ecuații x=0 si x=z. 


TEM fi ға 
с) Calculati lim ; 
x0 


х 


12. Se consideră funcţiile f,F :R — R, f (x)= şi F(x) = arctg 


= prz 
xi +2x2 +2 
а) Атај că F'(x)+2f (x)= 


1 
b) Саїсшай [/(х)йх. 
0 


с) Calculaţi lim [f (r)d: 
п +0 0 
13. Se consideră funcţia /: R — К, f (x)= 1 
1 
а) Calculafi IE, (x)dx. 


0 
b) Determinaţi aria suprafeţei plane delimitate de graficul funcţiei 
£:R >R, g(x)- x f (x), axa Ox si dreptele de ecuaţii x=0 şi x=1. 


1 
€) Агман că [f(x e (1,2). 
0 


| Cosx-xsinx i Е(5)- cosx 


х2 +1 
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2 
e'di. 


14. Se consideră funcția f: IR — В, /( х) = |= - 
+ 
0 


а) Calculati f (x) . 
b) Arătaţi că f(x) 2 0, Vx є(0,+о). 
c) Calculafi lim. fœ). 
n x „2012 


i t 
15. Se consideră funcția f :R — R, f (x)= F - 


-X 


dt. 


a) Calculafi lim f(x). 


b) Агман că f (-x) - -f (x). 
c) Arătaţi că /(х)20, Vx є[0,+о) si f(x) «0, Vx e(—,0]. 


х 


16. Se consideră funcţia f :R — R, f (x)= fe -4+3)у +14. 
0 


a) Calculati f'(x). 
/(х)- f (9) 
р : 
c) Determinafi mulţimea punctelor de extrem ale funcției f. 


b) Calculafi lim 
x20 


} 17. Se consideră funcţia f :R 9 Е, Р). 
| +х 


dreptele de ecuaţii x 20 şi x=1. 
b) Arătaţi că lim [f(g)areR. 
X>+ 0 


1 x 


Саїсшан [— f(x)dx. 
c) Calculafi Io 


1 


18. Se consideră funcţia f : R —» К, f(1)= vare 
+? Ure 
a) Sá se calculeze fe + 1) HOCE 


0 


1 * 
b) Să зе arate că [/(т)й= |у (г), vx» 0. 
1 


1 
х 


х 
c) Să se calculeze lim f fina. Variante bacalau 
X>+ 1 
х? = 


19. Se consideră funcția f : R > В, /(х) = [ve + dz, 


0 


Ш  M.ANDHUNACHE ° U. 3EHDANE2CU 7 ivi. reni - Le wewe ramas 


N 
00 


а) Determinaţi aria suprafeţei plane determinate de graficul funcției f, axa Ox şi 


real 20% 


5 ГА x) 3 
а) n punctele de extrem ale funcției f. 
b) peter y graficul funcției f nu are asimptote la +œ. 


"Үсчин VES 
consideră funcția /:[1Ь+®)-э R, f (x)= jesi 2 ©: 


NE 
а) Calculaţi 2061 | 
; că funcţia f este strict crescătoare. 
5) ee = graficul funcţiei f nu are asimptote. 
е nsiderá o funcţie /:Ҝ — R, cu proprietatea cá xf (x) = sinx, Vx eR. 
21. Se co 


а) Să se calculeze ра f(x)ax. 
0 


5) Să se arate că funcţia f este integrabilă pe intervalul [o z] ; 


л 
2 

c) Să se arate că | f (x)dx €cosl. Variante bacalaureat 2008 
1 


х 


22, Se consideră funcţia f: R — R, f (x)= fe^ d. 


0 
а) Calculati lim C3. 
x30 x 
b) Arătaţi că funcţia f este injectivă. 
€) Arătați că funcția f nu este surjectivă. 
n 
23. Se consideră şirul (1,)... , 1, = Је ae. 


nz]? n 
0 
а) Атаў că e Zx4l, VxcR. 


b) Аган că len аб, 
е 4 


o) iCăsi 
Атај că şirul (1, ),,, este convergent. 
Variante bacalaureat 1998, enunţ adaptat. 


$ ( aksi x? +2012 
fi 1. 


b) ; 
Атмар că fui 20121, = 25, VneN'. 
п+1 ` 


1, эт este descrescátor. 
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Fie funcţia f :R >R, f (x)= 


: Se consideră funcția f : R — R, f (x)= 


e) Calculați lim ”/,. 
nto 


2 
Se consideră şirul (4, ),., > 1, = [а-х)” In(x? +a | 
1 


a) Calculaţi Tọ- 
b) Arătaţi că şirul (1, „=, este convergent. 
c) Calculaţi lim Z,- 

п-›+о 


Ы 4 ВР 1 1 1 2 1 п 
Se consideră şirul (1, a» În = od 736» +0 ot 2141 Си. 


1 
a) Calculafi fa -х) dx. 


0 
! 2п 
b) Calculaţi lim [(1-x)" dx. 
nto 0 
c) Calculaţi lim /,. 
n 


1+х 
laxi 


a) Атман cá F:R—R, Р(х) = arctg xZ n(x + 1) este o primitivă a funcției f. 
1 

b) Sá se calculeze [ /(х)ах. 
0 


Р e ntk А 
с) Să se arate că şirul (a, lue ‚а, = 52-55 VneN „este convergent. 
kzi Й t 


Bacalaureat 2009, model subiect 


х2 +2х+2. 

та 
а) Саїсшан | /(х)ах. 

-1 

[r()at 

b) Calculaţi lim 2 

х-э+ю X 
c) Calculati lim Ра і 

„> 2п?+2-+п+1? п? 42:2n42? 21? 2. n « ii 


Se consideră funcţia f : [0,1] R, f(x) = 31-х. 
1 
а) Calculafi bf (х)&. 
0 
b) Determinati volumul corpului obținut prin rotația graficului funcţiei f'in jurul lui Ox. 


т 


1 2, 
c) Асмай că [/(х)ах= [соз? x dx. 
0 0 


ўт 


d) Саїсшай lim. tl : 


еә 


зо. Fie şirul (1, 1, = 


a) Să se calculeze Л. 


Variante Bacalaureat 2009, enunț adaptat 


(2:- 1 dx, Vne N‘. 


b) Să se demonstreze că (2n +1)I, = 2nI, ,, Vn e N, n22. 
с) Să se arate că şirul (7, ),., tinde descrescător către 0. 


1 


nz]? n" 


31. Fie şirul (1,),, In = f(x-x!) de, VneN 
0 


a) Să se calculeze Г,. 


Bacalaureat 2009, model subiect 


b) Să se demonstreze cá 7, = x een VneN, n22. 


4n «2 


с) Să se calculeze lim /,. 
n+ 


32. Se consideră funcția f :[1,2]> R, f (x) - xX 


a) Calculați [ (А). 


Bacalaureat 2009, model subiect 


-3х-2. 


b) Calculafi aria suprafeţei delimitate de graficul funcţiei g :[1,2] В, а(х) = 19) 
х 
$i de аха Ox. 
2 2 
с) Агмай că (4n +2) | f" (x) à n "“(х)фс-0, Vn e N'. Bacalaureat 2011 
i i . 
33. Se consideră funcția f : К — Е, f (x)= LL , 
x" + 


1 
a) Саїсшай [x f (x)ax. 
0 


1 
"e 4 
b) Сасшай lim. р f(x. 


с) Агай că lim [/(e)dreR. 
x0 1 


34, Se consideră funcţia f :[0,2] — R, f (x)= | 


x репти x e[0,1] 
x+e* pentru хє(1,2| 
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а) Arütati că funcția Jeste integrabilă, dar nu admite primitive. 

b) Determinafi aria suprafeţei plane determinate de graficul funcţiei f, аха Ox şi 
dreptele de ecuaţii x =0 şi x=2. 
2 

MOL 


с) Calculaţi lim - 
noo 


n 


35. Se consideră o funcţie continuă şi strict crescătoare T :[0,2012] >R. Arütati cx 


funcţia g : [0,2012] В, g(x) = [7 (r)dt -x f (1006) nu este injectiva. 
0 


2 
1 
36. ideră şirul (1, aus 1,  [—— ax. 
Se consideră şirul (Z, ), ., IZA 


а) Саїсшай 7,. 

b) Arătaţi că şirul (1,) 

с) Атај că şirul (7, ) 

d) Calculaţi lim 1, 
no 


>, este descrescător. 


= este convergent. 


1 n 


37. Se consideră şirul (7, Jae 315 j- a. 


dx *x4l 


a) Calculaţi 7, +7, 4 1,. 
5) Arătați că şirul (Z, ),„, este descrescător. 
с) Calculati lim 7,. 
n» 
1 
38. Se consideră şirul (1, ), o În = |. 
a) Calculafi 7,. 


b) Să se arate că Z, = 
n- 


Bacalaureat 2010 


1 2п-2› VneN, n22. 


€) Агаар că numărul 1, +1, +...+ оуу este irațional. 


d) Arátafi că şirul (7, ), о este convergent. 


€) Să se arate că lim Гана 


п-›+соо 


1 
39. Fie şirul (1,)..., 1, = | 
0 


а) Calculafi 1,. 
b) Verificaţi dacă 1, -heQ. 
€) Arătați că 1, €Q oricare ar fi ne N. 


1 
—— |=1,. 
24) v 


Variante bacalaureat 2009, enunț adaptat 


Bacalaureat 2011, model subiect 


n+l 2x-1 
40. Fie şirul (Z) > In = | ——. 


a) Arătaţi că şirul (1, ) „| este crescător. 
b) Агаар că şirul (1, ),,, este mărginit. 


c) Calculati lim n(2- I,). 
n-4oo 


2 n 
x 
41. Se consideră şirul (7,),.,, 1, = |—4. 


a) Calculafi 7, . 
5) Sá se arate că 1, «1, Vn e №". 
с) Să se calculeze lim /,. 

nro 


42. Se consideră funcția f : R  R, f (x)= 


1 
a) Calculaţi [ /(х)&. 
0 


1 
b) Arătaţi că lim Р f(x)àx- 0. 


с) Ar&tati că fot +)” em ro) eQ. 
0 


43. Se consideră șirul (1,9 Zn = [ 
0 


Bacalaureat 2010 
ixl 
Variante bacalaureat 2009 
1 
х +х+1 
п 
,VneN. 
x vex +х+1 
a хас 
= + 


a) Determina(i numerele reale a,b şi c ştiind cá ——— ——— = 


Vx e [0,1]. 
b) Саїсшай 1,. 


2 ЕД 
L+ +x+l х+1 x41 


с) Ar&tati că numărul 7,,,, — L,,,, +1, + lg este raţional, pentru orice n e N. 


1 


44. Se consideră şirul (1, so> 1, = 


а) Calculaţi 7, +/,. 
b) Calculaţi lim. Is 


1 
c) Arátati cá + 1„›+1„„+1„=——. 


: 1 
d) Arătaţi că lim тЇ = —. 
no 4 


е) Arátati cá L,, 4 + Jan ЄКХО. 


45. Se consideră funcția g : R — R, g(x)- e^. 


[5 tx +х+1 


nal 


, VneN. 
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1 
а) Calculaţi je (х)ах. 
0 
1 
b) Саїсшай f? g (х ) ах. 
0 


с) Demonstrafi cá şirul (1, ) ., definit prin 7, = fe(2)& este convergent, 
1 


, Bacalaureat 2011 
46. Se consideră şirul (7„) .,, 1,5 E : 
312+ 


а) Calculafi 74. 
b) Атај că şirul (Z, ),., este strict crescător. 
с) Arătaţi că lim 1, = +оо. 

nto 


47. Pentru fiecare număr n e N se consideră funcția f, :R > R, F (x)= [те 


а) Calculaţi f, (1)+ f (1). 


5) Calculaji lim 220129 e (x) 


с) Агаар că şirul (4 @)) о 
d) Arătați са şirul ( f, (2)) 


este convergent. 


este divergent. 
48. Se consideră şirul (Z) 1, = x tg" хах. 
a) Calculafi 7, +Z. 
b) Агаар că şirul (7, ) 


т este convergent. 


1 п 

с) Demonstraţi egalitatea I, = | E dx. 
[x 
Z 


d) Calculati lim 7, . 


noo 


49. P 3 Мега şi fre" 
entru ши ae (o. Г | se consideră şirul (7, (а)) a> 1,(а) = Їе xdx. 


a) Calculaţi 1, (х). 


зт este convergent. 


: ; 23 
- b) Arătaţi că pentru orice ae (o. 2) şirul (1, (а)) 


©) Pentru a € (o. z) ‚ саїсша lim 7, (а). 
4 n ! 


d) Calculati lim I, (=) . 


50. Pentru Несаге numár real a definim şirul [A (а)) „› 1 > În (а) = р *sin ху &. 


а) Calculafi 1, (7). 


I 
b) Calculaţi lim 0 . 


с) Arütati că pentru orice a є(0,л) Jim. fa +sin x) dx = 4. 


(1-совх) ас. 


[INNEN IE] 


51. Se consideră şirul (x, ),.,, x, = 


а) Calculaţi x, . 
b) Arătaţi că şirul (2, aa 


L4 


este strict crescátor. 


2 
c) Arătaţi că x, = (Le sinx)' ax. 
: 0 
d) Агмай că lim x, = 4o. 
п-э +0 


cosx 


2 


52. Se consideră funcția f : R э R, f (x)= 2-cosx 


2 
a) Calculati [| f(x)dx. 
0 


: л 
b) Arătaţi că orice primitivă a funcţiei f este crescătoare ре intervalul |o а ; 


c) Calculaţi În (х)&. Bacalaureat 2010 


53. Se consideră йн ЕК, f(x) = агссірх. 
! 
a) Calculaţi [ f(x)àx 
o 
b) Calculaţi lim | find. 


l k 
lculati lim —» arcctg—. 
с) Calculaţi E y Б 


54. Se consideră şirul (1,),., 1, = |cos" хах. 


nl 


LIN la 


—————————— "Qn 
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a) Calculafi 7, . 
b) Arătaţi cá 051, i^ Vn22. 
c) Саїсша lim 7, . 

nx 


55. Se consideră funcţia f :R O R, f (х) = cosx. 


a) Calculaţi aria suprafeţei plane delimitate de graficul funcției f, аха Ox şi dreptele de 


Е . л 
ecuaţii x =0 si шан 3 


1 x 
b) Саісшај lim ~ [r()4. 
x 0 


Lr SIE 


c) Атай că şirul (1„) „|, 1, = 


ті? n 


f" (x)dx este convergent. Bacalaureat 2011 


56. Fie funcția f :[Le] 9 Е, f (x)= Мах. 
1 
а) Sá se calculeze [| / (e )ж : 
0 


b) Să se determine volumul corpului obținut prin rotirea graficului funcţiei f în jurul 
axei Ox. 
1 е 
c) Sá se arate cá [ea [/(х)ах=е. 
0 1 


Variante bacalaureat 2009 
57. Fie funcţia f :[0,1] > [L3], f(x) 2 x* +2 +1. Se admite că funcţia f are inversa 
funcţia g. 


&) Sá se calculeze Г 241 


1192) 


b) Să se arate că f(x) аб) -3. 


dt. 


с) Sá se demonstreze că, dacă a є [1,3], atunci [ Јо)а + [ g()dx2a. 


Variante bacalaureat 2009 


58. Se consideră funcția f : R — R, f(x) = x-arctg x. 
a) Calculati aria suprafeţei plane delimitate de graficul funcției f, axa Ox şi dreptele de 
ecuaţii x=0 şi x=1. 
b) Arătaţi că funcţia feste bijectivă. 
Ж 


1-5 
4 


c) Calculati [ Л\(х)ах+ ITO -2 : 
0 


0 


59. Se consideră funcția f : R — R, f(x) 2x +x? «x1. 


a) Calculati aria suprafeţei plane delimitate de graficul funcţiei f, axa Ox şi dreptele de 
ecuaţii x 2 —2 şi x=0. 


60. 5° 


b) 
9 Сакшар [/ Е (х)а : 
i 


Arátati că funcţia f este bijectivă. 
4 


nsiderá funcţia /:К > R, f(x) = (х) (1- (x)), unde (x) este partea fracționară 
co 


а numărului real x. ‚ 
a) 88 86 calculeze | /(х)&. 
р . ГУС 
treze că funcția f admite primitive pe R. 


5) Să se demons | | 
д se arate că valoarea integralei d f(x)dx nu depinde de numárul real a. 
"e Variante bacalaureat 2009 


1 
61. Fie funcția f: RR. /(х)= Dex] 


1 


a) Calculafi b (x)&. 


4 
1 
p) Calculati | 19770914 год) la | 
0 
1 
с) Arătaţi са 55 [/(х)&<2. 
- ' 
"ARM ЖОНИ 
62. Pentru fiecare ne N" fie funcţia f, :[0,+ю) > Е, fn (x)= Сату) G0) 


MENO | 
a) Calculafi | ыг з) Ф, хє [0,+о) 


b) Сасшай fe +2) (2). 


0 
x x -1 
c) Агай са | gejis- vxz1, Уп>1. 
2 
63. Se consideră funcţia f :R э К, f(x) = 0(х + 1) 
a) Calculati ! fod. 


x 2 : | 
b) Агаў că funcţia g :R >R, g(x)7 | f (t Jat este impará 


* (п) а 


с) Calculafi lim = „з 


1 
64. Pentru fiecare n € N' se consideră funcţia f, :R Э R, f,(x)7 LESS 


a) Calculaţi [ AREALI 


E нийн Ж 


ж 


2 3 
b) Arătaţi că [Lm (sin x) àx = Ip (cos x) dx . 
0 0 
1 
c) Arătaţi că lim [7, (sinx)dx - 1. 
шахан 


65. Se consideră funcțiile f, g : R В, f(x) = x^ +1, g(x)- [ а 


а) Calculati | f(x )dx 


b) Arátati că funcţia g este monotonă ре R. 
с) Arátafi că graficul funcției g nu are asimptote la +оо. 


66. Pentru fiecare număr natural n e № definim funcţia 
Ja 1[0,+®)-—э› R, f, (х)= Ух" +1. 
а) Calculaţi aria suprafeţei determinate de graficul functiei Ji» аха Ox si dreptele de 


ecuaţii x 20 si x «1. 


b) Calculafi fx AG J dx. 
0 


1 
с) Arătați că şirul (Z,) І, = | f, (x)dx este convergent la 1. 
0 


1 
67. Se consideră şirul (L) ds -| 4241 х? +14 
0 
a) Calculafi 7,. 


b) Arátati că lim 1, -0. 
п-э+0 
à 1 
c) Arătați că 1, = 3 -8-1),.| 
68. Se consideră şirul (2. = [x "NI x dx. 
a) Să se calculeze 1,. 
b) Să se arate că (1+2)17, =(п-1)1_›, VneN, n23. 
Sá 
€) Sá se calculeze Jim Ji. Bacalaureat 2008 


69. Se consideră funcția /:(0,с)-» R, f(x) -Inx. 
а) Calculafi fe F(xkx. 
1 


b) Агаў că [^ (хув Јун (xx e? 
i i 
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€) Calculati lim n ff" (х). 
+0 і 


70. 


Se consideră şirul (1, 


а) Arátati cá I3 nl 
5) Arătaţi cá şirul (1, „a, este strict descrescător. 


c) Calculafi im nl,. 


71. Se consideră şirul (1 


a) Calculati 1, . 


ANT * 


+I +I, EEN Yn >. 
п+1' 


b) Arătaţi că şirul (Z, ),., este descrescător. 
i lim nl. 
c) Calculaţi lim nl, 


72. Se consideră funcţia f : R — R, f (x) = cos2x. 
a) Determinafi aria suprafeţei formate de graficul funcției f, axa Ox şi dreptele de 


ecuaţii x =0şi х= — 


b)  Determinaţi volumul 


corpului format 


02 Э R, g(x) = f (x) în jurul axei Ox. 


€) Arătaţi cá "о 


73. Pentru бењ 


f. [0,+о) 9 В, f, (х) = 


)а = (n-1 yp f"? (х), VneN, nz2. 
0 


numá 
1 


2 
a) Саїсшай | f(x)dx. 
b) Determinaţi intervalele de convexitate ale unei primitive oarecare a funcției fj, . 


c) Саїсшай lim. n 
3 


74. Se consideră funcția f: R — R, f(x) = 


j 094 


natural 


I-[x-n|. 


x! +2 
x43. 


ТЕ MS Vnzl. 


uzi În фх+х+1 


d "dx *ldx, Vn 21. 


prin 


n 


rotatia graficului 


se 


consideră 


a) Arătaţi că funcția Е: > В, Р(х) = [/(1)dt este strict crescătoare. 
0 


b) Саїсшар J- 294, . 
ох 


с) Саїсшїай lim =—— 


[^ f (dr 


funcţiei 


funcţia 
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Variante de subiecte 


4.1. Subiecte date la examenul de bacalaureat in anii anteriori 


4.2. Variante de subiecte propuse spre rezolvare 


| 
| 
l 
! 
i 
] 


4.1 


Subiecte date la examenul de bacalaureat їп anii anteriori 


Testul 1 Examen Bacalaureat, iulie 2012 


Subiectul I 
1. Calculati modulul numărului complex (1 + iy. 


2. Determinati coordonatele punctelor de intersecţie a graficelor funcţiilor f:R — R, 
уо) = +2х şi g:&O К, а(х) 2-2. 

3. Rezolvaţi, in mulţimea numerelor reale, inecuaţia 277 < 4. 

4. Calculati probabilitatea ca, alegând la întâmplare una dintre submulfimile cu trei 


elemente ale mulțimii A = {1, 2, 3, 4, 5}, elementele submulfimii alese să fie termeni 
consecutivi ai unei progresii aritmetice. 


5. Se consideră vectorii u=i—2j şi v=ai- j. Determinați numărul real a pentru care 


- - 


u-v=3, 
6. Calculaţi cosinusul unghiului A al triunghiului ABC, în care 48-44, AC= 5 şi BC=7, 
Subiectul a! II-lea 
mE 2х+у+32=0 
+ Se consideră sistemul 4 х+2у+32 «0, undemeR. 


E 


x+y+nz=0 


a) Calculafi determinantul matricei sistemului. 
b) Determinafi valorile reale ale lui m pentru care sistemul are soluţie unică. 
c) În cazul m = 2, determinaţi soluția (x), y,,z,)a sistemului pentru care x, > 0$1 


х2 +у2 +22 =3. 
: : 3 -2 { : 
2. Se consideră matricea A= 3-2 € M,(R) si mulţimea С -(Х (р)-1, + p4| pe RI-D) Р 


а) Arátati că X(p): Х(д) є С, pentru orice X(p), X(g) eG. 
b) Admitem cá (С, -)este grup comutativ având elementul neutru X(0). Determinati 
inversul elementului X ( p) in acest grup. 
с) Rezolvaţi ecuaţia (X(p)) = 1, «74,unde X(p)eG. 
Subiectul al Ill-lea 
1. Se consideră funcţia f : R > R, f(x) = x! -12x. 
а) Агай că funcţia este crescătoare pe intervalul [2, +оо). 


e 


b) Calcul Jii a, 
) Calculați lim TE 


c) Determinaţi mulțimea numerelor reale a pentru care ecuaţia f(x) = a are trei soluții 
reale distincte. 
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2. Se consideră funcţia f :(—1, +оо) —> R Дох) = 2х+3 
. а . СРО а 2 + 2 | 
а) Arátati că orice primitivă a lui feste strict crescătoare ре (-1, +œ). 


1 
b) Calculafi Eo. 
ox*l 


| ОЎ 


x 


c) Calculați lim 
x x 


Testul 2 Examen Bacalaureat, iulie 2012, subiect de rezervă 


Subiectul | 
1. Calculafi partea reală a numărului complex (1 + 2i)". 


2. Se notează cu xj, x; soluțiile ecuaţiei х? -3х+а = 0 unde a este un număr real 
Determinafi a pentru care x, + x, + xix, = 5. | 
3. Se notează си g inversa funcţiei bijective f :(0,4с0)-»(4,4с0), f (x) = 2* +3. Determi- 
пай g(5). 
4. Se consideră mulțimea А = (1, 2, 3, 4, 5). Determinaţi ili 
Se 0, 2, 3, 4, 5). пай probabilitatea ca, alegánd 
intámplare una dintre submulţimile lui А, aceasta să conţină exact trei elemente. ndi 
5. În reperul cartezian хОу se consideră punctele A(1,3) si B(7,12). Determinati coordo- 


natele punctului M, ştiind că AM ЯВ. 
3 


6. Determinafi x e (o. z) , ştiind că sin x + 2cosx E 
2 cosx А 


Subiectul al ii-lea 


1 1 1 
1. Se notează cu D(a, b, c) determinantul matricei Аа,Ь,с)=| 2a 2b 2с |eM,(R) 
(К). 
За? ЗЬ? Зе? 


a) Calculati D(0,1, —1). 
b) Determinaţi numerele reale x pentru care matricea 4(0,1, х) are rangul egal cu 2. 


С) Arătaţi că dacă a, b аг А орат 
triunghiul este isoscel. | c sunt lungimile laturilor unui triunghi si D(a, b, c) = 0, atunci 


2. Se consideră inelul (2,,+,) şi funcția f:Z, >Z, f(x) = 4 2x? +4х+3. 
a) Calculati /(ї)+ f (3) . 


b) Descompuneti in factori ireductibili peste Z, polinomul Р= X^ +222 «AX 43e ZX] 
с) Arátati că funcţia f nu este surjectivă. ши 


Subiectul al Ili-lea 


1.8e consideră funcția f :R > R, f(x) = EU. 
ух? +3 


a) Агмай că funcţia f(x) +3 = E 
x + 


b) Determinaţi asimptota spre +оо la graficul f. 
c) Determinati imaginea functiei f. 
2.5е consideră funcţia f :(0, +оо) — R, f(x) -Inx. 
a) Arátafi cá funcția F : (0,4 00) ^ R, Е(х) = xInx x este o primitivă a funcției f. 
b) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de 
ecuaţii x = 1 si x — e. 


c) Arátati cá (p +1) [/” (04 + [noa = xf ^" (x), pentru orice x > 1 şi orice p > 0. 
1 ! 


x А z 
, pentru orice număr real x. 


Testul 3 Examen Bacalaureat, mai 2012, sesiunea specială 


Subiectul I 

4. Determinați numărul real m ştiind că mulțimile 4— {2} şi B= {х € вх +тх+4 = 0) 
sunt egale. 

2. Determinaţi coordonatele vârfului parabolei associate funcției f: RR,f(x)-7 
=x -3x42. 

з. Rezolvaţi, în mulțimea numerelor reale, ecuația 3"^* «1. 

4. Calculati probabilitatea ca, alegând la întâmplare unul dintre numerele naturale de 2 
cifre, acesta să fie format doar din cifre impare. 

5. Determinati numărul real a pentru care vectorii u=3i+aj şi v= ai * (2a - 3) j sunt 

coliniari. 


6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC, stiind cá AB=AC=5 $1 ВС = 6. 


Subiectul al II-lea 


100 cosx 0 isinx 
1.În M,(C) se consideră matricele 7, = 010|s 492 0 1 0 |, xeR. 
001 isinx 0 cosx 


a) Calculati det (4(7)) . 

b) Агай că A(x): A(y) = A(x + y) pentru orice x, y e К. 

c) Determinati numerele reale x pentru care (AQ)? = 1, 

2. Pe mulțimea С = (0, 1) se defineşte legea de с 
xy | | 

2xy-x-y-*l | 


ompozitie asociativă 
хо y = 


: 1 T UN 
а) Arátati cá e = 3 este elementul neutru al legii de compoziţie “о”. 
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b) Arătaţi că orice element din mul 


4€, 09 


compoziţie “о”, 


j i _1 | 
c) Demonstraţi că /:С-›К,, f(x) = —=1886 un izomorfism de la grupul (С, o) la 


grupul (R| ,-) 
Subiectul al Ill-lea 


1. Se consideră funcția f:R—R,/(x)= 


-e 


e+e 


x 
a) Calculati lim ——. 
х-э+ю 7 x) 
b) Demonstraţi că funcția feste convexă ре К. 


c) Arătaţi că funcţia g : (0,+ оо) — R, g(x) = f (Vx) este strict crescátoare pe (0, +оо), 


i 2 
2. Pentru fiecare n e N* se consideră numerele 7, = |» -N1- x! dx şi J, = [sin” хах. 
, 0 0 
а) Calculati Л. 
b) Саїсшай Л. 
с) Demonstrati că Jap – Ј,,,; — I, » pentru orice număr natural nenul n. 
Testul 4 Examen Bacalaureat, august 2012 
Subiectul | 
1. Arătaţi că log, (V7 +З) log, (V7 + 4/3) =2. 
2. Calculaţi distanța dintre punctele де intersecție а graficului funcţiei 


F:R=R, f(x) = х? +5х +4 си axa Ox. 


3. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuația 3* +3: =4, 


. . . О ч 
4. Determinafi rangul termenului care contine х" in dezvoltarea binomului Ё x) ,x»0. 
x 
5. Determinafi ecuația dreptei care trece prin punctual A(3, 3) si este paralelá cu dreapta d 
de ecuație 3x+2y-1=0 


Determinati măsura unghiului C al triunghiului ABC. Stiind că BC = 2, АВ - 42 şi 
másura unghiului BAC este egalá cu 45°, 


6. 


Subiectul al II-lea 
| -х+ау+(2а+4)2 =1 
1. Se consideră sistemul de ecuaţii ^ (а+2)х+ау+(а+1)2=1 , undeaeR. 
(а+1)х+ (2а—1)у+32 22 
а) Arătaţi cá determinantul matricei sistemuluieste egal cu За? 4-92? -3a-9 


b) Determinaţi valorile reale ale lui a pentru care sistemul este compatibil determinat. 
€) Pentru a = —2, rezolvaţi sistemul. 


timea G este simetrizabil în raport cu legea de 


| 
! 


2, Se consideră polionomul f = At +АХ* +3, fază]: 
а) Arătaţi că а? = a pentru orice a € Z,. 
b) Arătaţi că polinomul feste reductibil peste Z, . 
с) Arătaţi că polinomul f nu are rădăcini in Z, . 


Subiectul al III-lea 
1. Se consideră funcția /: К — (0, +оо), f(x) = яа, 
JO) 


x 
b) Determinaţi ecuația asimptotei oblice spre +оо la graficul funcției f. 
c) Demonstrafi că, pentru orice număr real m > 0, ecuaţia f(x) = m are o soluție unică in Е. 
1 
2. Pentru fiecare numár natural nenul p, se considerá numárul 7 p= | Pede. 
0 


а) Саїсшар lim 


a) Calculafi Л. 
b) Arátati că 27, c (p *1)/, , =e, pentru orice p23. 


12 2 m 
c) Calculaţi lim HA +2е" +...+ ne” | : 
x>w n 


Testul 5 Bacalaureat 2012, Model MECTS (www.edu.ro) 


Subiectul | 

1. Determinati numărul elementelor mulțimii А = (x eZ | |х + 1 < 24) 5 

2. Determinați coordonatele punctelor de intersecţie a dreptei у = 2x —1 cu parabola y = 2x 
—3х +1. 


3. Rezolvaţi, în mulțimea numerelor reale, ecuaţia 41+7х =1+х. 

4. Se consideră mulţimea A = (1,2,...,10) . Determinati numărul de submultimi cu 3 
elemente ale mulţimii A, submulfimi care conţin exact 2 numere impare. 

5, Determinaţi ecuaţia mediatoarei segmentului [АВ], unde A(1, —2) şi B(3, 4). 


6, Stiind cá xe (o z) şi cos 2x = : calculati sin x. 


Subiectul al II-lea 
х+ту+т?2 =0 


e 
1. Se consideră sistemul de ecuații 4 mx+m°y +z 0, undem e R. > 
1 
mx y+mz =0 5 
a) Determinati valorile lui m pentru care determinantul matricei sistemului este nul. E 
b) Arătaţi cá, pentru nicio valoare a lui m, sistemul nu are o soluţie (хо, yo, 20) CU Xo › Yo» z 
20 numere reale strict pozitive. = 
с) Arătaţi că rangul matricei sistemului este diferit de 2, oricare ar fi me К. = 

п й 

147 
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148 


2. Pe mulţimea R se defineşte legea de compoziţie х*у = ET х+у+ху+ 1) 
. ^ 2 | 
a) Verificaţi dacă legea de compoziţie “*” este asociativă. 
b) Arátati că legea de compoziţie ,,*" admite element neutru. | 


c) Rezolvaţi ecuaţia x+x+x = 3. 


Subiectul al Ill-lea 
1. Se consideră funcţia f : R  R, f(x) = x!-3x42. 
Јо) 
fcx) 
b) Demonstrafi că funcţia f este descrescătoare pe intervalul [1,1]. 
с) Determinaţi m e R pentru care ecuația f ( х) = m are trei soluții reale distincte. 
2. Se consideră şirul (7,),., , 7, = Їй -х? [ү А 
a) Calculati Р. 
b) Demonstraţi că şirul (7,) 
c) Demonstraţi cá (2n +1) 1,521, ,, pentru orice n > 2. | 


а) Calculaţi lim 


este convergent. | 


Testul 6 Examen Bacalaureat, iunie 2011 


Subiectul | 
1. Arătaţi că (V2, 45) Z - (2). 


2. Determinati valorile reale ale lui m pentru care dreapta x = 2 este аха de si i 
€ simetrie a 
parabolei y = x^ +mx+4. 


3. Rezolvaţi în mulțimea [0,27) ecuaţia sin (+2) =— 
: : 


4. Determinati n € N, n > 2, pentru care C? + 4? =18. 


-5. Determinati a € pentru care dreptele d :ах+у+2011=0 şi 4,:х-2у-0 sunt 


paralele. 
6. Fie x un număr real care verifică egalitatea tgx + ctgx = 2. Arátati că sin2x =1 
Subiectul al II-lea 
h * 
1. Se considerá matricea 4(х)-10 1 2x ,unde xeR. 
00 1 
а) Arátati cá A(x) A(y) = A(x+ у), oricare ar fi x, y eR. 
b) Arătaţi că (4(x) - 4(y)) = О,, pentru orice x, ye К. 
с) Determinati inversa matricei A(x) , unde x eR. 
2.Б MENS 
Fie a ec şi polinomul f = X’ +(1-a)X?+(a-2)iX +a+(a-2)ie C[X]. 
a) Arătaţi că polinomul fare rădăcina —1. 
b) Arătaţi că, dacă p,q sunt numere complexe şi polinomul g =X’ + pX +q e СХ] 


are două rădăcini distincte, complex conjugate, atunci p şi 4 sunt numere reale şi 


2 
р «44. 
c) Determinaţi aeC pentru care polinomul f are două rădăcini distincte, complex 


conjugate. 


Subiectul al III-lea 

1. Se consideră funcţia f : (1,90) — R, f(x) = In(x +1)— In(x - 1). 
a) Arátati că funcția f este strict descrescătoare pe (1,0). 
b) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f. 
c) Calculati lim xf (x). 


2. Se consideră funcţia f :[L2] R, f(x) = x -3x «2. 
a) Calculaţi Ї f (Ух IL 


b) Calculati aria suprafeţei determinate de graficul funcţiei 8: [1,2]— R,g(x)= fœ) şi 


х 


de аха Ox. 
c) Агман că (4п+2) | f" (x)dcen [ f (0) 0. 


Testul7 Examen Bacalaureat, august 2011 

Subiectul I 

1. Calculati ratia progresiei geometrice (b, Ja cu termeni pozitiv 
b, +b, =24. 

2. Determinati ae R pentru care funcția f : R>R,f 


i, dacă b +b, =6 şi 
(x)=(1-a°)x+4 este constantă. 


3. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale inecuafia B < (2) : 


4. Determinati numărul termenilor rationali ai dezvoltării («42 ) . 

5. Calculati distanța de la punctul 4(2,2) la dreapta determinatá de 
C(0,1). 2 

6. Triunghiul АВС аге másura unghiului А de 60°, AB- 4 si AC = 5. Calculati 4B- AC. 


punctele B(1,0) si 


Subiectul al II-lea 
1. Se consideră mulțimea H = (4 e M,(R) | £ = 4). 


12 
а) Arătaţi cá eH. 
0 0 


b) Demonstraţi că, dacă A € H „atunci А" 
c) Arătaţi că mulțimea H este infinită. 
2. Polinomul f =(X +1) +(X —i)" are forma algebrică 82-27 


є Н „pentru огісе numár natural nenul п. 
X +a, X) & a X ty 
unde a,,a,,...,à, € C. 


a) Determinati restul impártirii polinomului fla X -i. 
b) Arátati că toţi coeficienții polinomului f sunt numere reale. 


m  M.ANDHKUNACHE * D. SERBANESCU • M. PERIANU * C. CIUPALA • F. DUMITREL 


© 


| 


. с) Demonstraţi că toate rădăcinile polinomului fsunt numere reale. 
Subiectul al III-lea 
1. Se consideră funcţia f :R — R, f(x) = x! - 5x44. 
f(9-fQ) 
x-2 


а) Calculaţi lim 


b) Arătaţi că graficul funcţiei fare un punct de inflexiune. 


с) Arătaţi că, pentru orice me (0,8), ecuaţia /(х) = т are exact trei soluții reale 


distincte. 
2. Se consideră funcția g : R — R,g(x)- e". 


a) Calculati { g(x)dx . 
b) Calculafi [ x'g (à )& я 


с) Оетопѕігаў cá şirul (1,) definit prin 7, = [ g(x)à este convergent. 


n2] 


Testul 8 Bacalaureat 2011, Model MECTS (www.edu.ro) 


Subiectul I 

1. Calculati modulul numărului complex z =1- i3 . 

2. Determinafi mulțimea valorilor funcției f: R — В, f(x) = x! «x1. 

3. Ştiind cá doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, = 6 şi b, =24, determinati 
termenul 5,. 

4. Determinaţi x > 0, ştiind cá log, x = 2log, 3-31og, 2, unde a»0, az. 


5. Scrieţi ecuaţia dreptei care conţine punctul A (3,2) şi este perpendiculară pe dreapta 
d:x+2y+5=0. 


6. Ştiind că xe БЭ şi sinx = at , calculati cosx . 


Subiectul al II-lea 
1 -2х 4х 
1.Бе matricea А(х)-|10 1 -4х|йп mulțimea M ,(R). 
0 0 1 
а) Са1сшай (4(2)- А(о)) à 
b) Arátati că A(x): A(y)  A(x- y), oricare ar fi x, y e R. 


с) Demonstrati că matricea A(x) este inversabilă şi calculafi inversa matricei A(x). 


2. Pe mulţimea G = (0,1) se defineşte legea de compoziţie asociativă х* y = SEL — 
| 2ху-х-у+1 


a) Verificaţi dacă e = este elementul neutru al legii „* ©. 


b) Arătaţi că orice element din mulțimea G este simetrizabil în raport cu legea ,,* *. 


A 1 : 
c) Оетопѕіга că funcția J:G>R, f (x) = m este un izomorfism de la 


grupul (G,*) la grupul (85.4). 


Subiectul al III-lea 
1. Fie funcția /: R — R, f(x) = (x -2(x -3Y(x-4Yx-5)*1. 


a) Calculaţi f (5). 
п) 
f(n)-1 j} 


c) Arătați că ecuația / (х) = 0 are exact trei soluții reale distincte. 


b) Calculați lim | 


. Цэс -х-1) -x 
2. Fie şirul (Z, ) oZ, = ж ы 
a) Calculaţi 1,. 
b) Verificaţi dacă 1,-1, eQ. 


c) Arátati că Г, €Q, oricare ar fi ne N. 


Testul 9 Examen Bacalaureat, iunie 2010 


Subiectul | 
1. Calculati ((1-:)(i-1))'. 


3- : x 
2. Arütafi că funcția f :(—3,3) Э R, f (x)= hl este impară. 


3. Determinati soluţiile întregi ale inecuatiei x? - 2x -8« 0. е 
4. Câte elemente din mulțimea А = (1,2,3,...,100) sunt divizibile cu 4 sau cu 51 
5. În sistemul de coordonate хОу se consideră punctele M(1,-2), М(-3,-1) si P (212). 


Determinati coordonatele punctului О astfel încât МУРО să fie paralelogram. 
6. Triunghiul АВС are AB 2 6, AC =3 şi BC = 5. Calculafi lungimea înălțimii [4D] à 


Subiectul al II-lea 
x-2y-8z = -65 1 -2 -8 — 
1. Fie sistemul 43x + y-3z 222 „unde x,y,zeR şi 4=|3 1 —3 | matricea as 
x+y+ 2 = 28 111 


sistemului. 

à) Arátati cá rangul matricei A este egal cu 2. 
b) Rezolvati sistemul in Rx RxR. | 
c) Determinati numărul soluțiilor sistemului din mulțimea Nx №х №. | 


2.Еіе mulțimea de matrice A = ! й a bez | |. 


a) Determinafi numărul elementelor mulţimii A. 


b) Arütati că există o matrice nenulá M є A astfel încât | 5 { -M = Ё | ; 
- 3 0 0 


c) Rezolvaţi în mulţimea A ecuaţia X? = 1, . 
Subiectul al III-lea 
1, Se consideră funcţia f: R\{-1} >R, /(х)= arg — : 
наг 


a) Determinafi ecuaţia asimptotei spre +оо la graficul funcției f. 
b) Studiafi monotonia funcţiei f. 
c) Determinati punctele de inflexiune ale functiei f. 


п+1 
2.Fie şirul (1, +1, = | 2-4 8. 
Ы х 


а) Arătaţi că şirul (1, ),, este strict crescător. 
b) Агаар că şirul (1, ),, 


c) Calculaţi lim n(2-1,) 


nèl 


este mărginit. 


Testul 10 Examen Bacalaureat, iunie 2010, subiect de rezervă 

Subiectul I 

1. Arátati că numărul 7-1 este soluție a ecuaţiei 22 -2z 43-0. 

2. Fie funcţiile f :R >R, f(x) -2x«a si g: R  R,g(x) = x? -a . Determinati a € R 
pentru care ( f o g)(x)» 0, oricare ar fi xeR. 

3. Rezolvaţi în mulțimea numerelor reale ecuaţia үх? -2x 41 x 1. 

4. Determinati numărul elementelor mulţimii А = { L3! AC m . 

5, In sistemul de coordonate хОу se consideră punctele 4(3,5),8(-2,5) si С(6,-3). 


Scrieţi ecuaţia medianei corespunzătoare laturii [BC], în triunghiul ABC. 


6. Calculati sin 
12 


Subiectul al II-lea 


х+у+аг =] 


1.Fie sistemul 4x+2ay+z=-1 „unde x, y,z € R şi a este parametru real. 


2ах+у+(а+1)2=0 
a) Rezolvaţi sistemul pentru a = 0. 
b) Verificati даса pentru a = –1 sistemul este compatibil. 


í—————— Mr" 080 - 


———— e 


—————— P E 


c) Determinaţi a e R pentru care sistemul are soluţie unică. 

2.Fie mne R şi polinomul f = X’ -3X? -- mX —n care are rădăcinile x,,x,,x, ЄС. 
a) Determinati valorile reale m şi n pentru care x, =2+i. 

b) Detepminaţi valorile reale m şi n pentru care restul împărțirii polinomului fla 

polinomul (X -1y este egal cu 0. 

с) Arütafi că, dacă toate rădăcinile polinomului sunt reale şi m > 0, n > 0, atunci 

XXX; Sunt strict pozitive. 


| Subiectul al III-lea 


1. Fie funcţia f:R>R, f(x) 3? -3x42. 


a) Arátati că dreapta de ecuaţie у = x este asimptotă oblică pentru graficul funcției f 


spre +00. 
b) Studiafi derivabilitatea funcției f în punctul x = —2. 
ЭРЭР"! 
c) Calculaţi lim шэн 
2.Se consideră funcţia /:К-»К, /( х) - TT | 


a) Calculati IE fdr. 
b) Arătați că orice primitivă a funcției f este strict crescătoare pe intervalul |^ z] : 


c) Calculati [ й Х/(х)ах. 


Testul 11 Examen Bacalaureat, august 2010 


Subiectul | 
1. Care dintre numerele 24/6 51 313 este mai mare? 
2. Determinaţi mulțimea valorilor funcției f :R — R, f (x) = |х|. 
3. Determinati m € К pentru care ecuația x^ —x+ m^ = 0 are două soluții reale egale. 
41 
4. Determinati numărul termenilor rationali din dezvoltarea (1 +42 ) : 
5. În sistemul de coordonate хОу se consideră punctele А(2,1), В(-2,3), С (1-3) şi 
D(4,a), unde a € К. Determinati a € R astfel încât dreptele АВ şi CD să fie paralele. 


y x „Care este probabilitatea ca, alegând un element din 


mulţimea A, acesta să fie soluție a ecuației sin” х + cos! x 21? 


6. Fie mulţimea A = fo 


m MATEMATICĂ — М1 


у 
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Subiectul al il-lea 


0 1 0 
1. Fie matricea 4-10 0 1|e0,(R). Pentrun e №, notăm B, = 4" + A"" +A", 
a 0 0 
а) Arătaţi că 4% -а”-4,. 
b) Determinaţi ae R pentru care det(8,)=0. 


^ 


c) Determinaţi ae R pentru care toate matricele B,, ne N' sunt inversabile. 
2. Pe mulţimea R se defineşte legea x* y = 2xy -3x-3y *& m, me R . Fie mulțimea 


3 
a) Determinati m € К astfel încât x* y e М, pentru orice x, ye М. 
b) Pentru m = 6 arătaţi că (M,*) este grup. 
c) Pentru m = 6, demonstrafi că funcţia f : M — R*, f(x) = 2x—3 este un izomorfism 
între grupurile (M,*) si (R*,-). 


Subiectul al Ill-lea 
1. Se consideră funcţia f :R — R, f(x) = J2x-1-Y2x 41. 

а) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisá x = 0, situat pe 

graficul funcției f. 

b) Determinaţi ecuația asimptotei orizontale la graficul funcţiei f'spre +% . 

Yin 
f (1) * £(2)+..+ f(n) 
-42п41 ` 


1 
: : "ах 
2. Se considerá sirul (1, ‚= PLE. же 
sirul (Z), E 


c) Calculati in| 


а) Calculaţi Һ+1,+1,. 
b) Arătaţi că şirul (1, ) „ este descrescător. 
c) Саїсшай lim 7, . 


Testul 12. Bacalaureat 2010, Model MECTS (www.edu.ro) 


Subiectul I 
1. Determinafi partea reală a numărului complex (43 + ) ? 
2. Se consideră funcţia f:(0,%)— R, f (x) = X . Calculati (f o f)(512). 
x 
3. Rezolvaţi in mulțimea numerelor reale ecuația cos2x +sin x = 0. 
4. Se consideră mulțimea M = (0, 1,2,3, 4,5) . Determinati numărul tripletelor (a,b,c) cu 
proprietatea că a,b,ce M şi a«b«c. 
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5. Calculafi distanţa dintre dreptele paralele de ecuaţii х+2у = 6 si 2x - 4y =11. 
6. Paralelogramul ABCD are АВ -1, BC =2, şi m(«BAD) = 60° . Calculaţi produsul 
scalar AC-AD 
Subiectul al II-lea 
ax+by+cz =b 
1. Pentru a, b, c€ Ж“, se consideră sistemul 4cx+ay+bz=a ,x,y,zER. 
bx+cy+az=c 
а) Arătați că determinantul sistemului este A = (a+b+ c)(a +b’ ec! -ab-ac- bc) 1 
b) Rezolvaţi sistemul în cazul in care este compatibil determinat. 
с) Ştiind că а? +b° +с? - ab ac - bc = 0 , arătaţi cá sistemul are o infinitate de soluții 
(x, y, 2), astfel încât x^ 4 у? 2-1. 


a b 
2. Se consideră mulţimea G = | | a,b,ceZ | : 
с 


a) Determinaţi numărul elementelor mulțimii С. 
b) Daţi un exemplu de matrice A e С cu proprietatea că det A + 0 şi det 4? = 0. 


i 0 
c) Determinati numărul soluţiilor ecuației X 2 = ; E eG. 
0 0 


Subiectul al IIl-lea 

1. Se consideră funcţia f : R\{-1} — R, f (x)= хан 
a) Determinaţi ecuaţia asimptotei spre +оо la graficul funcţiei f. 
b) Calculaţi f'(x),xe R\{-1}. 
c) Demonstrafi că funcția feste concavă pe intervalul (—o, -1) . 


2. Pentru orice n e № se consideră funcțiile f, :R — R, f, (х) = |sin nx| şi numerele 
2x f, (x) 
1, = LL dx 3 
D^ 
a) Calculafi [ f (x)dx. 
b) Arătaţi cá 1, 5112. 


с) Arátafi cá 1, sí uj) 
л\п+1 n2 2n 
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4.2. Variante de subiecte propuse spre rezolvare 


Testul 1 

Subiectul I 

1. Fie (а„)„ 0 progresie aritmetică cu as + ац = 20. Calculafi ав. 

2. Fie ає şi funcţiile f,g :IR  R, f(x) = 3x + 2 si g(x) = 2x + a. Determinafi valorile 
lui a pentru care fog=gof. 

3. Rezolvaţi în mulțimea (0,+<0) ecuația x^ 4 9^9* =8. 

4. Care este probabilitatea ca, alegând o mulțime din mulțimea submulfimilor nevide ale 
mulțimii {1, 2, 3, 4, 5}, aceasta să aibă un număr prim de elemente. 


5. Fie meR $1 vectorii и-21-) j,v= iem! 7. Arătaţi că unghiul vectorilor u ,V este 
ascuţit. 
6. Arătaţi cá sin x+ МЗ соѕх € 2, oricare ar fi x e В. 


Subiectul 1! 
1. Fie mulţimea M = (X e M,(R)| X? =3X). 


i 4 2 
длаща [ ^ Je 


: | 
b) Dacă р 2 c M ‚агай că a+ d e {0,3,6}. 
С. 


с) Arátati că dacă X, Y e Msi X+ Y e M, atunci XY = –ҮХ. 


2. Pe mulţimea (0, oo) se defineşte legea de compoziţie x * y = E. 
х+у 
а) Arătaţi cá legea „*“ este asociativă. 
b) Arátati că legea „*“ nu are element neutru. 
c) Rezolvaţi ecuaţia x* x* x* x = 5, x e (0, оо). 


Subiectul III 
1. Fie funcția f: RO R, f(x) = x? +2х+4 2х. 
а) Determinati ecuația asimptotei spre +оо la graficul funcției f. 


b) Arătaţi că feste strict descrescătoare pe К. 
с) Arătaţi că fe) < f(x + 1), oricare ar хє". 


2. Fie 1, = [e cosnx dx, n e N”. 
0 
а) Calculati Л. 
b) Arátafi са | < 80, oricare ar fi n e N”. 
с) Calculafi Ши, . 


Testul 2 


Subiectul I 
1. Fie (а,) 
şi a4 + as + ag = 16. Determinaţi ratia progresiei. 


-3 : гн: 
2. Fie f :(—,-3) 3,49) > R, f(x) = Ч, = îns -3 . Arătați că feste funcție impară. 


ът © progresie geometrică de numere reale, cu proprietatea că а| + a + аз = 2 


3. Rezolvaţi în R ecuația V3x-2 =1-2x. 
4. Determinati n € N pentru care n! + (n + 1)! < 840. 


5. Fie u =2i -3j şi у= 4i +j . Calculati | 3z —v |. 

Зл 5 : х 
. Fi ,"—|cusinx--—. Calculati tg ==. 
6 Fie хє[л 3r sinx 12 alculati tg 2 


Subiectul Il 


2 -1 -1 3 
1. Se consideră matricele ^ А i şi zi А 3 А,В e M,(R). 


а) Calculati inversa matricei АВ. 
b) Rezolvaţi ecuaţia det(4 + xB) = 0, x є К. 
c) Arătaţi că (А + В)" + h, oricare ar fi n e №. 
2. Pe mulţimea Z se consideră legea de compoziţie x * у=3ху+3х+3у+2, x,y eZ. 
а) Arátati cá mulțimea H = (3k + 2 | k € Z | este parte stabilă a lui Z în raport cu legea „*“. 


b) Decideti dacă „*“ are element neutru. 
c) Rezolvaţi ecuaţia (x * x) *&x 28,x eZ. 


Subiectul III 
1. Fie functia f: R ЭК, Дх) - e'- 1. 
a) Calculati lim x f (2) 
indul x 
b) Studiafi derivabilitatea funcţiei g : R > R, g(x) = 4/7 (x) , în punctul x = 0. 
c) Calculaii lim ( f(-)+ /(—2) +..+ /(—п)+п). 


1 х" 


2. Fie şirul (/,), 21, Z, “ез ži. = 
1421 

| 

а) Calculati Л. < 

1 1 E 

b) Arütati că ———— < I, < — , Vn21 < 

| V2 (n1) п+1 2 

c) Calculaţi lim n(4,,, + Ia). < 

ш 


157 


Testul 5 


Subiectul | 
| | „a Zi 
1.Fie ze CV (i) astfel încât t : este număr real. Calculati modulul lui z. 
iz 
2.Fiea e К şi funcţia bijectivá f : R Э R , f(x) = x + a. Determinati valorile lui a pentru 


care f — f '. 


3. Rezolvaţi în R ecuaţia sinx = cos2x. 

4. Câte numere naturale de trei cifre au cel puţin o cifră impară? 

5. Fie dreptele d, şi Ф respectiv de ecuaţii: x — 3y + 1 =0 şi 3x + y + 22 0, a un număr real 
ЯР punctul de coordonate (0, a). Determinati valorile lui a ştiind că P este egal depărtat 
de d, 1 şi d. 


6. Triunghiul ABC are aria egală cu “З , latura АВ egală cu 2 şi unghiul A = : . Calculaţi BC. 


Subiectul Il 
: : 1 0 4-2. Ж. 
1.Fie matricele A = "e 1 şi B=|m ||l,meR. 
0 2 


а) Arătaţi cá rang(B) = 2, pentru orice valoare reală a lui m. 
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care det(AB) = 0. 
с) Determinati X e М, ,(Z) astfel încât Х.А = (1 2 8). 
2.Fie a un număr real si legea „+“ definită pe R , x + y-xytaxty. 
а) Arátati că există un unic e є R astfel încât e * x = x, oricare ar fi x e R. 
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care legea „*“ are element neutru. 
с) Pentru a = 1, rezolvati ecuaţia (x * x) + (x + х) = 15, x € R. 


Subiectul III 
m tgx 0 
1.Fie funcția гох) —[Lo), f(x) 24 х”? xz | 
l  x=0 


а) Studiati derivabilitatea funcției f în punctul x = 0. 
b) Arătaţi că feste bijectivă. 


€) Pentru fiecare n e N' se notează cu x, unicul număr real din intervalul |o z) pentru 


care f(x,) = n. Calculați lim x, . 


2.Fie şirul (Б, 1, = fx In” x dx. 
1 
а) Calculafi Д. 
b) Arátati că şirul (/,), > este monoton şi mărginit. 
с) Calculaţi lim 7, . 
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Testul 6 
Subiectul I 


EH. 


2. Fie funcţia bijectivă f : (1, оо) — [2, ©), Дх) = x — 2x + 3. Determinati f~". 


1. Determinati numărul elementelor mulțimii A = b eZ 


1 
3. Rezolvaţi ecuația arccos х + arccos (5) =л,хє [-1, 1]. 


4. Care este probabilitatea ca alegând о mulțime din mulţimea submultimilor mulțimii 
= (1, 2, 3, 4, 5), ea să conţină elementul 1? 
5. Determinati numerele reale a şi b ştiind că punctul A(1, 2) este punctul de intersecţie a 
dreptelor de ecuaţii: 2x + ay = 4 şi respectiv x — y = b. 
6. Fie x e R astfel încât ctgx – tgx = 4. Саїсшай tg2x. 


Subiectul 11 


3 " 12345, 
A ermutarea o = € А 
Цаг 134 5 2)°° 


a) Determinati inversiunile permutării 5. 
b) Determinati numărul de elemente ale mulțimii (o* | k € Z}. 
c) Fie i e (2, 3, 4, 5} şi t transpozitia (1 i). Агай că ot # то. 


2. PeR definim legea x* y = 4х? + y? +2012. 


а) Dati exemplu de douá numere reale x si y astfel incát x * y este numár natural. 
b) Arătaţi са R este grup în raport cu legea „+“. 
с) Arátati că grupul (Е, *) este izomorf cu grupul (К, +). 


Subiectul III 
1. Fie funcţia f :(0,00) Э R, f(x) = LEI | 


a) Studiati derivabilitatea funcţiei f în punctul хо = 1. 
b) Оеїегпипай punctele de extrem ale funcţiei f. 
c) Determinaţi mulţimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuaţia f(x) = m are exact 
trei soluţii. 
2.Fief: R O R,fx)-e-e?*. 
а) Calculafi aria suprafeței mărginite de graficul funcţiei f, axa Ox si dreptele x = -1, 


respectiv х = 0. = 
b) Arátati cá orice primitivă a funcţiei f este funcție convexă. " 
i J 
c) Calculaţi lim 2 |70 а. E 
x30*x НЧ = 
ы 
< 
= 
161 
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Testul 7 


Subiectul | 
1. Arătaţi că numărul (1+V2) | 2012 - J2 | este numár natural, unde (x) reprezintá partea 


fracfionará a numărului x. 
2. Dreptele x = 1 şi x = 2 sunt axe de simetrie ale graficului funcției f : R — R . Arătați că 
funcţia feste periodică. 


| : 1 
3. Rezolvaţi ecuaţia 2(с08х-80Х)-------,Х6Є |o а 4 
Sin x + Cosx 2 


4. Care este probabilitatea ca alegând unul din numerele A , Al, Æ , Æ A. „45, el să бе 


număr impar? 
5, În triunghiul АВС notăm cu M mijlocul laturii BC şi cu N mijlocul laturii AC. Arătați cà 


34B -2AM -2 BN. 


6.Fie xe (z. J cu sinx -0 . Calculati ctg2x. 


Subiectul II 
1 2 -3 
1. Pentru fiecare me Q se notează cu 4(m) 2| m 1 -11. 
0 m 1 


а) Calculati det(4(m)), meQ. 
b) Arátati că A(m) este inversabilá, oricare ar fi тє Ф. 


c) Calculati (4(0))", n e №. 


2. Pe (0, оо) se defineşte legea de compoziție x * y = үх”? . 
а) Агаїа[ că dacă x * y = 1, atunci x = 1 sau y — 1. 
b) Demonstrati cá mulțimea С = (0, оо) V {1} este grup în raport cu legea „+“. 
с) Rezolvaţi ecuaţia x * x + x = 3, x є (0, oo). 
Subiectul IIl 
1. Fie funcţia f :[1,00) > R, f)» nx-23—. 
x+ 
а) Arătați că funcția feste strict crescătoare. 
b) Arătați că graficul funcției f nu are asimptotă spre +оо. 
wil 1 1 1 1 
с) Arătaţi cá ++ 4... ——— < — In(n i Ч 
ЭМГЭГ TER (n+1) , pentru oricare n e №. 
2. Fie funcția f:R>R, f(x) 31 
1+е* 
a) Calculafi aria suprafeţei mărginite de graficul lui f, axa Ox şi dreptele x = 0, x = 1. 


b) Calculati ir fd. 


©) Сасшан lim n | х” f(x)dx. 


Testul 8 

Subiectul | 

4. Fie z € С astfel încât 22 + 2 + 2 = 0. Calculati |z]. 

2. Determinafi a € R ştiind că funcţia f: К э К, Дх) = ах? + 2x + 3 este monotonă. 

3. Rezolvaţi ecuaţia 4 — 3 - 6%+2.9%=0,xeR. 

4. Determinafi numărul natural л, n 2 2, ştiind că numărul funcţiilor strict monotone 
f: tb. 2) э (1,2, ... л) este egal cu 20. 

5. Aflati coordonatele simetricului punctului A(1, 2) faţă de dreapta x -2y 45-0. 

6. Triunghiul dreptunghic АВС are т(«<А)=90°, т(48)-309 şi raza cercului 
circumscris egală cu 6. Calculati perimetrul triunghiului ABC. 

Subiectul ІІ 


1 2 3 4 
3 8 1 1 şi funcţia f: $4 — Sa, f(x)2o:x. 


а) Arătaţi că c este permutare impará. 
b) Fie x e 5, Arătaţi că f(x) este permutare pară dacă şi numai dacă x este permutare impară. 
с) Arătaţi că, indiferent de ordinea factorilor, produsul celor 24 de permutări din 54 este 


1. Fie permutarea o = | 


diferit de с. 
1+4х 0 8х 
2FeG-44()-| 0 0 0 xem -i] 
-x 0 1-2x 


а) Arátati cá A(x) - А(у) є С, oricare ar fi x, y e RV Hy 

b) Demonstrafi că G este grup în raport cu înmulțirea matricelor. 

с) Arătaţi că funcţia f : (R*,) Э (G,-) /(х)= А (5) este izomorfism de grupuri. 
Subiectul III 
1. Беу: (0, о) Э В, f(x) = In —. 

х+1 
a) Ar&tati cá feste strict crescătoare ре R. 
b) Calculafi lim x f(x). 


с) Arătaţi cá E Јо) < — oricare ar fi x e (0, со). 
x x 


2. Fie şirul (1), 1, = (2 sin хах. 


a) Calculati Л. = 
| Go ; 5 
b) Arátati cá 051, < „oricare ar fin e №. [= 
4n+2 а 

c) Calculaţi lim n 7,. 
n m 
16 
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Testul 9 


Subiectul i 

Т. Determinafi numărul natural n astfel încât 1 + 3 + 5 +...+ (25 — 1) + (2n + 1) = 625. 

2. Arătaţi că funcţia f: К > К, f(x) = х? — 2х7 + 3 nu este injectivă. 

3. Rezolvaţi ecuaţia cos^x + cos?2x = 1, x є (0, т]. 

4. Câte funcţii f: (1,2, 3) > {1, 2,3, 4, 5} au Д1) = Д2). 

5. Fie m eR astfel încât vectorii и=1+5] şi v -2i +m j sunt coliniari. Агай că 


|v [=2426. 


6. Calculati aria unui triunghi echilateral înscris într-un cerc de rază 1. 
Subiectul II 
1. Fie mulţimea M= {А e МҜ) | 242+А+Ь= Oz}. 


1 1 
а) Arătați că matricea 3 aparţine mulțimii M. 
1 0 


b) Demonstraţi că orice matrice din M este inversabilă. 
€) Arátati că mulţimea M are o infinitate de elemente. 


2. Fie (S4, - ) grupul permutărilor de grad 4 şi o = k : › A : 


a) Determinaţi ordinul permutării o în grupul S4. 
5) Arátafi că mulţimea Н = {т e S4 | т permutare pară) este subgrup al grupului Sa. 
с) Arátati că dacă f : (S,,-) > (S,,-) este morfism de grupuri, atunci 


fo 2 3 м! 


13 42 
Subiectul III 
1. Fie f: (0, ©) > R, лод=с+рш(121), 
, X 


a) Determinafi ecuaţia asimptotei spre +œ a graficului funcției f. 
b) Агаў că feste strict descrescătoare. 


1 
c) Calculati lim 20.10) Tod f( y . 
эв 2 3 n+l 
2.Fief:R >R, f(x) - 2 şi şirul (Бл, Z, = | popă. 
a) Calculati [э/(х)йх. 
b) Агаар că şirul (1,), este monoton şi mărginit. 
c) Calculati lim |" f(x)dx. 


Testul 10 


subiectul | 

1. Arátati că log23 > log;4. 

2. Fie funcția /: Е — К,Дх)= y-2302525. Determinati numárul punctelor de intersectie a 
graficului functiei /си аха Ox. 

з. Rezolvaţi în R ecuaţia log, (x? + 2) = log,3x. 

4. Într-o clasă sunt 20 de fete şi 10 băieți. Câte echipe mixte formate din 3 fete şi 2 băieți se 
pot forma cu elevii din clasă? 

5, Fie punctul A(1, 2) şi dreapta d de ecuaţie x — y — 3 = 0. Determinati coordonatele 
piciorului perpendicularei din A pe d. 

6. Fie triunghiul ascutitunghic ABC. Arătaţi cá sinB > cosC. 


Subiectul Il 
1. Fie M= (4 e MAR) | 42= 4^), A' este transpusa matricei A. 


1 0 
а) Arátati că matricea F | apartine lui M. 
b) Dacă A є Msi A este inversabilă, calculati det(A). 
b 
c) Dacá А= р 2 € M si det(A) = 0, arátati cá Фё + b -a-0. 
c 


2. Fie mulțimea С = (f, :R > R |f) -ax + 3(1-а), ає К°). 
а) Arătaţi că f,» f, = fu» Va,be R*. 
b) Demonstrati că G este grup în raport cu operația de compunere a funcţiilor. 
с) Determinati a e R * astfel încât ( f, o f, ° f, )(x) = 8x-21, oricare ar fix e R. 


Subiectul III 


2x 
х?-3х+2` 
а) Determinaţi ecuaţiile asimptotelor verticale ale graficului funcţiei f. 
1 


1. Se consideră funcţia f :R\{1,2} >R, f(x) = 


b) Calculati lim ( SO. 


c) Rezolvaţi ecuația /"(х) = 0, xe R\{1,2}. 


dt. 


1 
2. Fie funcţia f: (0, ©) >R, у(х) = | 
| 2-2 


а) Calculafi /(1). 
b) Arátati cá f(x+2)+2 f(x) -тд , oricare ar fi x > 0. 
x 


с) Calculafi lim x f(x). 
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Testul 1 1 


Subiectul l 

1. Fie z e C cu |] = [ — 1|. Calculafi partea reală a lui z. 

2. În funcțiile f g : R— Е, Дх) = xà - 2x 43 şi а(х) = —x! + 4x + a, a € R. Determinat 
valorile reale ale lui a pentru care imaginile celor două funcţii au exact un element Si 
comun. л 

3. Rezolvaţi ecuaţia 2% + 1 = 3, x e В. 

4. Câte submulţimi ordonate cu 3 elemente, ale mulţimii (1, 2, 3, 4, 5), conțin elementul 1? 

5. Fie punctele A(-1, 3) si B(0, 4). Determinati coordonatele simetricului lui В față de A | 

6. În triunghiul ABC, punctul D e (BC) este piciorul bisectoarei din A a triunghiului " R 
Р, sunt razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABD, respectiv ACD. Arátafi că P 
Ri - R5, atunci AB = AC. 


Subiectul Il 
322 
1. Fie matricea 4-12 3 2|. 
223 


a) Calculafi rangul matricei £? — h. 
b) Determinafi numerele reale a si b astfel încât А? = аА + bh. 
с) Determinafi inversa matricei А. 


2. Pe mulţimea G = (1, оо) definim legea x * y adu -y +5 
2 { 


: 1 
а) Arátafi cá х*у= о? —1)(у* -1) 1 , oricare ar fi x, y e (1, oo). 


b) Demonstrati cá G este grup în raport cu legea „+“. 
с) Demonstrati că funcția f : (0, œ) — (1, 00), f(x)- 42x-1 este izomorfism de la 
grupul ((0, oo), К ) 1а grupul (G, *). 


Subiectul Ili 


T. Fie f: R ә R, KOFTA ES 


а) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f in i 

| punctul de pe grafic, de abscisă ху = 1. 
b) Arütati că 2/(x) > x*, oricare ar fix € R. ad b 
€) Studiati derivabilitatea în punctul x = 0 a funcției g : > К, g(x) = 4/f(x). 


1 
2. Fie şirul 1, - [о *2x*2)' х, n e №“, 


0 
а) Саїсшай Д. 
b) Arătaţi că lim /, = о. 


c) Calculafi lim s (n *1) I, 2n 1,4). 
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* Testul 12 


subiectul ! 


Е 1 1 1 1 
q. Анай сй numărul Т S Be 4743 
1 Fie f : (2, 7l. 0, 1,2) >R o funcție impară. Саїсшан f (2) - f (-1) - f (0) - f (1) - 

"fo. 


3 Rezolvaţi ecuația У1-х 2x-l,x eR. 
" Determinafi numărul de elemente ale unei mulțimi care are exact 16 submulţimi cu un 


i пишйг impar de elemente. 
5, Fie punctele А(-1, 0), B(2, —3) si C(3, –2). Scrieţi ecuaţia înălțimii din A a triunghiului 


ABC. 


este număr natural. 


6. Arătaţi că cos?10? + cos?50? + cos^70? = 3, 
Subiectul 11 
| : 3 9 
1. Fie multimea М- (X € MC) | X 2 O;) şi A= xo 


a) Verificaţi dacă А e M. 
b) Arátati că dacă X e M, atunci X = Оз. 


с) Arătaţi că ecuaţia Y? = A nu are soluţii în МХС). 
2, Pe intervalul (2, хо) se consideră legea de compoziție asociativă x* y = (х 2)" +2. 


a) Arátati că legea de compoziție „*“ are element neutru. 
b) Determinaţi elementele nesimetrizabile din intervalul (2, oo), în raport cu legea ,,*"*. 
с) Rezolvaţi ecuația x * x * x * x = 5,x e (2, o). 


Subiectul III 


1. Fie funcția /: R К, f(x) - e' +х-1. 
a) Arătaţi cá funcţia f este bijectivă. 


b) Determinati asimptotele graficului funcției g : К° — R, g(x) = f В . 
x 


с) Fie şirul (x,),,, definit astfel: x, = –1 şi x,,, = f'(x,) . Calculafi lim Xs 


2, Fie funcţia f: R 5 R, f(x) =. 
l+sin“ x & 
a) Calculaţi aria suprafeței mărginite de graficul funcției f, axa Ox si dreptele x = Oşix=r. 2 
27 | 
b) Calculaţi | х f(x) dx. $ 
0 = 
< 
Тр ы = 
c) Calculati lim — |(/(0-1) dx. ы 
х-э0 x 3 < 
= 
5 
167 


Testu 13 ! Testul 14 


subiectul ! 


: 1-1 1424 
1 peterminati partea reală a numărului complex z = ка 


Subiectul I ded | 
1-2i 1-4 


1. Cáte numere rafionale contine multimea (М, 42, УЗ ,..., V201 2} ; 
1 mf : 1 

2. Fie funcţia bijectivă f: R >R , f(x) 2 x? + x + 2. Calculafi (f^! o J^ dy. " Aritati că funcţia f: R9 R, /(х)=[2 x]-[x] 4 х+ | este periodicá, cu perioada zi 

3. Rezolvaţi ecuația sin x + “З cosx=0,x e [0, 2л). 1 

4. Câte permutări ale mulţimii (1, 2, 3, 4, 5) au pe prima poziţie un număr par? 3. Rezolvati ecuaţia 4 =2*,xeR. 

кнын акагы Fps + qe d eterminati numerele naturale n, n > 2 pentru care Ci +2 С° =16. 


| н „р цол ор 
6. În triunghiul ABC are loc relația sind = 2 sinB cosC. Arătați că triunghiul ABC este 1 Fie punctele A(1, 2) si G(3, 4). Dacă С este centrul de greutate al triunghiului ABC, 
isoscel. Ы determinati coordonatele mijlocului BC. 
e, Triunghiul ABC are BC = 10 şi raza cercului circumscris R = 5. Calculafi cosA. 
Subiectul II Subiectul II 
: : a b ; 3 2 а 1 2Ь 
1. Fie mulţimea M = | abeQ,;si A= : 
2b а 4 3 ; 1. Еіе matricea A=|b 1 -a cua, beR. 


a) Arátati că orice matrice din mulțimea M, diferită de О», este inversabilă. 01 4 
b) Arátati că dacă X e Л: (0) si AX = XA, atunci X e M. 


c) Rezolvaţi ecuația X? = А, X e M(Q). 


a) Determinaţi valorile reale ale lui a şi b pentru care det(4) = -6. | 
b) Arátati că pentru orice valori reale ale lui a şi b, rangul matricei A este cel puțin 2. 


с) Fie M= (X € МЗ) | det) = 1). Rezolvaţi ecuația АХ = -3/6 1,,X € M. 
2. Pe R definim legea de compoziție x * y = ху + 3x + 3y +7. 
a) Arütafi că legea „*“ este comutativă. 


2. Fie mulțimea С = (f; : Ё-Э R|fi(x) = 3x 4 2-3' -2, k e Z}. 


а) Să se arate că f, o f, = /,,,, oricare ar fi k, p e Z. 


. 1*2)*3 
b) Să se arate că G este grup în raport cu operaţia de compunere a funcţiilor. dala 1*(2*3) | 
с) Să se arate că mulțimea H = (fi, | k € Z} este subgrup al grupului (С,о). c) Arătaţi că legea „*“ nu are element neutru. 
Subiectul III 
Subiectul 111 1. Fie funcţia f: R O R , f(x) = е * 3x- 1. n 
a) Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei fin punctul А(1, e + 2). 


1. Fie funcția f: К — R , f(x) = arctgx — arctg(x + 1). 
а) Determinati punctele de extrem ale funcției f. 


b) Determinati numărul de soluţii reale ale ecuaţiei f(x) = m, m e R. 


Зи? +5п 


b) Calculafi lim (sesse tec EE : 


c) Determinafi valorile reale ale lui m pentru care Дх) > mx, oricare ar fixe R. 


с) Arátafi că f(x) » — , oricare ar fi x e (0, oo). 


А л л 
PES! 2.Fief: ә (-.£ ut race 
. A, 1 i 
2. Fie şirul (Бы, 1, = fx" sinx dx. a) Сасшар | ГО) а. 
i ix +1 


а) Саїсшай Д. 


1 
: 101 
b) Arătaţi că 1, + n(n — 1, з = nsinl — cos], oricare ar fi n e N, n > 3. di a F шаа 
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с) Calculati lim м /,. 


1 
c) Саїсшай lim [efe а. 
0 


АЛАТЕААЛТ1ГА _ M1 


жый 
гт, 
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Testul 15 


Subiectul I 
1. Cáte numere rationale contine multimea { \/1024 | neN,nz 2) 1 


2. Fie funcţia f: R> К, Дх) = x*x*aacR. Determinaţi valorile reale ale lui a pentru 
care f este impară. 


: : 4+2 
3. Rezolvaţi ecuaţia log, 


=x,xeR. 


4. Câte funcţii f: (1,2, 3) — (1,2, 3, 4) au mulţimea imaginilor formată din exact două elemente? 
5, Fie punctele 4(1, 3), B(-3, 5) şi M(-1, a), a € R. Determinaţi valorile reale ale lui a 
pentru care M se află pe mediatoarea segmentului [4B]. ` 


6. Triunghiul ABC are lungimile laturilor a, b şi с. Dacă А = 4 şi r = 1, calculafi u | 


KS 
a 


8 1- 


Subiectul II 
аё ач! 0+2 
1. Fie numerele întregi а, b şi matricea 4 = | 52-1] b 2+1 |. 
1 2 4 
а) Calculafi det(A). 
b) Arütati cá rang(A) > 2, oricare ar fi numerele întregi a si b. 
с) Агаїай că dacă rang(4) = 2, atunci а = 0 si |b] = 1. 
2. Pe mulțimea С = (– 2,2) se defineşte legea de compoziţie x* y = T : 
+ху 
a) Rezolvaţi ecuația x + x 2 x, x e (-2, 2). 
b) Arátafi că G este grup în raport cu legea „*“. 


с) Arátati că funcţia f : (0, oo) = (-2, 2), f(x) = im este izomorfism de la grupul 
x 
((0,c0),-) la grupul (G,*). 


Subiectul III 
1, Fief: R>R, Дх) 2 x! + 3x — 4. 
а) Determinafi punctele de inflexiune ale graficului funcției f. 
b) Studiaji derivabilitatea funcției g : R — R , р(х) = x)| în punctul x, = 2. 


1 
с) Calculaţi lim (29) Е 
х 0 х 


À AM PS 
2. Fief: ЭК, f(x) ng îi notăm cu 7, = [reo dx. n e N. 
0 
а) Determinati aria suprafeţei mărginite de graficul funcţiei f, axa Ox şi dreptele 


х=-1,х=1. 
b) Arătaţi că șirul (1,)„> este convergent. 


€) Атај că 2n І,, —(2n-1)1, n eN’. 


Testul 1 6 


iectul | 
QEON numărul natural n pentru care 8(1 + 3? + 34 +...+ 32") = 6 560. Е 
E D етй mulțimea valorilor întregi ale lui a pentru care graficul funcției 


в R f(x) 2 x! + ax + 1 nu taie аха Ox. 


3. Rezolvaţi în К ecuaţia х+1+ух+2 =5. | | 
4. Care este probabilitatea ca alegând un număr din mulţimea numerelor naturale de trei 


cifre, el să fie cubul unui număr prim? 


= а . BM 
5. Fie triunghiul ABC şi M € (BC) astfel încât 5 4M = 2 АВ +3 АС. Calculati ШС 


6. Triunghiul АВС are AQ + АВ? + AB - AC = ВС. Determinati măsura unghiului A. 


Subiectul Il 
‚(^2 W 
1. Fie mulțimea M = Ає M,(0)| 4 = o 2)| 


a) Arátafi că rangul lui A este 2, oricare ar fid e M. 
b) Arătați că pentru orice 4 € M, ecuația А = A nu are soluție in M( R). 
с) Arátati că dacă A є M, atunci matricea A — Г, este inversabilă. 
2. Considerăm inelul (Z,*,») unde x*y=x+y+2 şi xoy=xy+2x+2y+2. 
a) Determinati elementul neutru al legii „*“. 
b) Arătați că inelul (Z,*,o) nu are divizori ai lui zero. 
c) Determinati a, b € Z ştiind că funcția f : Z >Z , Дх) = ах + b este morfism de la 


inelul (Z, +, - ) la inelul (Z,*,0). 


Subiectul 111 


m. 
1. Fie funcţia f: [0, о) >R, f(x) = arcsin 5 ; 


a) Studiati derivabilitatea funcției f în punctul xo = h 
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 
с) Саїсшай lim xf(x). 


2. Fie funcția f: (1, ©) э R , f(x) = In(1 + x). 


a) Determinafi primitiva F a funcţiei f, cu F(0) = 0. = 
1 
(1409 
b) Сасшай | —— dx. 
| х+1 s 
я/4 n 
с) Саїсшай [ f (tg x) ах. > | 
0 e 
« 
= 
п 
171 


Testul 17 


Subiectul I 
1. Determinafi numerele reale x pentru care [x — 1] = (x). 


2. Determinaţi inversa funcţiei bijective f: R — (3, со), f(x) 22" +3. 
3. Rezolvaţi їп Ё ecuaţia cosx = tgx. 
4. Care este probabilitatea ca alegând un număr k din mulțimea (0, 1, 2,...,6), el să 
îndeplinească condiţia C7 < C7" ? 
5. Fiea € R şi vectorii u — i +3 Î,v=3i+aj. цалин a € R pentru care vectorii 
W-V şi U-V sunt perpendiculari. 
6. Triunghiul АВС are lungimile laturilor АВ = 4, BC = 5 si AC = 7. Calculaţi sind. 
| Я 1+3х бх 
1. Fie mulţimea M = 5 A(x) = xeR!. 
-х 1-2х 


а) Determinati valorile reale ale lui x pentru care det(4(x)) = 2. 
b) Arátati cá A(x) - A(y) = A(xy х + y), oricare ar fix, y e R. 
c) Arátati cá (4(3))" = A(4" — 1), oricare ar fi n e №. 


Subiectul II 


2. Fie corpul (Z;, +, -) şi H= (X |x e 21). 

a) Rezolvaţi ecuaţia 5х+4=1, хє 2л. 

5) Determinati numárul elementelor lui Н. 

с) Determinaţi perechile (x, y) є Z; x Z pentru care x? +2 y= 0. 
Subiectul 11 


1. Fief: П, о) >R, ma 
х+1 


а) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f. 
b) Determinaţi imaginea funcţiei f. 


c) Calculaţi lim P А 


2. Fie şirul (Z) ctg"x dx, n e N*. 


na? Ї, 


Mean 


а) Calculafi Г. 

b) Атай că / = TT „ne N’. 
п+1 

с) Calculati lim7,. 
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Testul 18 


subiectul 1 


1. Numerele “З $1 3 sunt termeni ai unei progresii aritmetice (а„) cu ratia r. Arátati cá 


nzl 
r este număr irațional. 
2 
2, Fie funcţia /:К-» К cu proprietatea că /(x)+2 (Їр x +3х+2 оне 
x x 
x e R. Calculati A2). 
3. Rezolvaţi in R ecuaţia log, x = log, x 


4. Determinati valorile naturale ale lui п pentru care dezvoltarea (1+ V2)" are exact 7 


termeni rationali. 

5. Fie A(1, 2) şi B(3, –1). Determinati ecuaţiile dreptelor care trec prin A si sunt situate la 
distanța 2 de В. 

6. Triunghiul ABC are AB = 4, AC = 6 şi BC = 249. Calculaţi 814. 


Subiectul li 
| 3х-у+22=3 
1. Se consideră sistemul 4 2х + my +32 20, unde т eR. 
х+3у+2=4 
а) Determinati valorile reale ale lui т pentru care sistemul este compatibil determinat. 
b) Stabiliti dacă există valori reale ale ui m pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 
c) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are o solutie (xo, yo, zo) cu 
componentele în progresie aritmetică. 
2. Fie polinomul f= (X? + X+ 1)? + (X? -X+ 1)? e RX] si f= 22000 + aX? +..+ ax + 
ta, forma sa algebrică. 
a) Determinaţi restul împărțirii lui f la X? — 1. 
b) Саїсшай ао + a + a4 +...+ d. 
c) Calculaţi аз. 
Subiectul Ш 


1. Fie funcţia f: RV {4} >R, f(x) = I. 
а) Determinaţi asimptotele graficului funcţiei f. 
b) Calculaţi lim(+ f (D) f Q) ... fn). 
€) Fie şirul (х): definit astfel: xı = 1 şi Хам = fox»). Calculafi lim x, . 
А з 4 
2. Fie funcţia f: R 9 В, f(x) = - 4x 3 şi 1, = | /"(х)4х,п e N. 


а) Determinaţi aria suprafeței mărginite de graficul lui f, axa Ox şi dreptele x = 0, x = 1. 


3 
b) Calculaţi | (x-2) Р(х) х. 


€) Calculati lim Эн à 


cud 
Уу W MATEMATICĂ — М1 


Ёс. 


ш M. ANDRONACHE * Р. SERBÁNESCU * M. PERIANU ° C. CIUPALĂ * F. DUMITREL 


E 
Ы 
^ 


Testul 19 


Subiectul | 
„a Z +z+l 
1. Fie numărul complex nereal z astfel încât ——— 


numărului z. 


2. Fief: [1, о) 2 B, f) = x? - 2x + 5. Determinați mulțimea B ştiind că feste surjectiva, 


3. Rezolvati în mulțimea numerelor reale ecuația x^ 4 8^** 212. 


4. Determinaţi numărul real х ştiind că termenul din mijloc al dezvoltării (1 + x)? este egal 


cu 70. | | | 
5. Fie hexagonul regulat ABCDEF de latură 1. Calculafi l4c +EF | . 


6. Triunghiul АВС are lungimile laturilor a, b, c. Dacá b + c — a = 2r, unde r este raza 


cercului înscris în triunghi, calculafi măsura unghiului A. 


Subiectul Il 
x+3y+z=0 
1. Fie sistemul: 4x+y+mz=0 ,unde m eR. 
х+2у+(т+1)2= 0 
а) Determinati valorile lui m pentru care sistemul are soluţii nenule. 
b) Determinaţi soluţiile (xo, yo, zo) ale sistemului pentru care x? + уу +22 = 6. 
c) Fie А matricea sistemului pentru m = —2. Arátati că A" + / pentru orice n e N ”. 
2. În polinomul f, =(X + a)? «(X а)“, unde a este un număr real. 
a) Determinati restul împărțirii lui f, la polinomul x? — @. 
b) Determinaţi rădăcinile lui f; în cazul în care f, are cel puțin o rădăcină reală. 


с) Arátati cá pentru orice a e К, а + 0, rădăcinile in C ale lui f; au partea reală zero. 


Subiectul III 


1. Fie f: RR , f(x) 2 x — sin x. 
а) Агай că feste strict crescătoare. 


b) Calculafi: lim Jen : 
x0 X 
€) Fie şirul (x,), го definit astfel: xo = 1 şi x, + = fxn). Calculaţi lim x, . 


2. Fie f [0, ©) >R, f(x) = aise: 
х+1 


а) Arátati că orice primitivă a lui R este concavă. 
1 

b) Calculafi: [ E dx. 
9 (541) 


х+2 


c) Calculaţi: lim [ fi dt. 


este număr real. Calculati moduluj 


Testul 20 


ul! 
subiect i aji numărul natural x astfel încât: 1 +5 +9 +... +x=496. 


| 1 Fie funcţiile / 8: (0, со) — (0, co) astfel încât (go f)(x) = x^ , oricare ar fi x є (0, oo). 
1 ЕД 


: ЗЭЭ 

tati că f este injectiv | 

дле în mulțimea numerelor reale ecuația 4х-14108,Х-6. 
3. 


„(1 лү 
4: Aflaţi cel mai mic termen al dezvoltării (5 + 3 . 


Fie punctele AC 
T triunghiului АВС. | 
6. Calculafi cos2? + cos6? + cos10? +... + cos178*. 


Subiectul II 
ax-by*z-l 


1 Fie sistemul (а? +1)х - (P –1)у+22=2 ,unde a, b є К. 
(а? +2)х - (b) —2)y +42 24 


a) Calculaţi determinarea matricei sistemului. Е | 
^ Determinati valorile lui a si b pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 


c) Arütati că dacă (xo, yo, zo) este soluția sistemului, atunci: хо К yo + zo + 2012. 
2. Fie polinomul f -X'-4AX*1gixi, X2 X3, X4 ЄС rădăcinile lui. 


1 1 1 1 | 
:11-4:11---111--411--41. 
а) Calculati \ " Y г Y S 5 


b) Атаў cá xj +x} ++ =0. 
c) Агаар că f are exact două rădăcini reale. 


Subiectul 111 
1. Fie funcţia /: R — R, Дх) = 5х° 106 + 1. 


a) Arătaţi că există a, b eR cua <b astfel încât să se poată aplica funcţiei f teorema lui 


Rolle. [n 
b) Determinati imaginea funcţiei f. 


€) Calculati lim (for rae) 
2. Fie funcția f:(0, oo) — R , f(x) = cos(In x). 

a) Calculaţi 1, = (^ да d. 

b) Calculați aria suprafeței mărginite de graficul lui /; axa Ox şi dreptele x = 1 şi х= е. 


e 
c) Саісшаф lim [ло Ф. 


1, 2), B(-4, 6) si CG, –1). Айан lungimea bisectoarei din 4 а 


"8 MATEMATICĂ — M1 


- 
ч 


i 
a 


E  M.ANDRONACHE* D. SERBÁNESCU • M. PERIANU ° C. CIUPALĂ + F. DUMITREL 


Testul 21 


Subiectul | 

1. Arătaţi că (—со, log23) n (1, +оо) + Ø. 

2. Fie f: R Е, f(x) = 3x - 1. Calculati f(/(1)). 
3. Rezolvaţi ecuaţia 4 + 2" = 72. 

4. Determinaţi n є N, n > 2, ştiind cá 4? =110. 


5, Determinaţi ecuaţia dreptei ce trece prin punctul A(1, 1) si este perpendiculară pe dreapta 
de ecuație x +y-1=0. . | 
6. Calculati raza cercului înscris în triunghiul АВС cu AB = 3, BC = 4, СА = 5. 


Subiectul 1 
1. Considerăm permutările zh 2 | şi 7 4 2 sl 
231 3 2 1 
a) Calculafi ог. 
b) Ariitati că mulţimea fo” |m e N*} are 3 elemente. 


с) Fie m, n e № astfel încât o" = 7" . Arátati că 6 divide mn. 


l+n -n 
A(n) = 3 ELLE 


а) Arátati că A(n)- A(m) = A(n- m), oricare ar fi n, m e Z. 
b) Demonstrafi cá M este grup în raport cu înmulțirea matricelor. 
с) Ата că /:(7,4)-4(М,), (п) = A(n) este izomorfism de grupuri. 


2. Se consideră mulţimea M = fao 


Subiectul III 


1.Fief:R> R, у(х) = х2 +1-х. 
а) Calculaţi derivata funcţiei f. 
b) Scrieţi ecuaţia tangentei Іа graficul funcţiei / în punctul А (0, 1). 
с) Determinati asimptotele la graficul funcției f. 
1 
2. Pentru fiecare număr natural nenul n definim 1, = [x -sin х dx. 
0 
а) Calculati 7;. 
b) Arátati că Т < I, , oricare ar fi n > 1. 
с) Demonstraţi cá lim 7, =0. 


Testul 22 


subiectul | е тэрг" —— — 
Calculaţi suma primilor zece termeni ai unei progresii aritmetice având primul termen 


d egal cu -10 şi ratia egală cu 2. 
Determinafi coordonatele 
Р DR >R, Дх) =2х*+х-3. 
Rezolvaţi în R ecuaţia 10р2(х + 1) =—1. | 
“ас submultimi ordonate cu 3 elemente are o mulțime cu 4 elemente? 
5, Scrieţi coordonatele unui punct се aparțin dreptei de ecuație x — 2y + 3 =0. 


vârfului parabolei ce reprezintă graficul funcției 


: 3 | 
g.Fie ae (o z) , sina = Бэ Calculati cos a. 


Subiectul II 
x+y+mz=0 


1. Considerăm sistemul de ecuaţii liniare 4x+2y+z=1 ,undem e R. 
| -x+y+z=4 
a) Оеіегтіпаў valorile reale ale lui m pentru care (—2, 1, 1) este soluție a sistemului. 
b) Calculati determinantul matricei sistemului. 
1 
c) Rezolvati sistemul pentru m “а : 


2. PeR definim legea de compoziție xo y = xy * x * y , pentru orice x, y e К. 
a) Rezolvaţi in R ecuaţia xox=8. 
b) Arátati că legea „о“ este asociativă. 
с) Arătaţi că dacă x, y e (-1, оо), atunci xe y e (-l,%). 


Subiectul III 
1. Considerăm şirul (a,),.; definit prin a; = 1 şi 4,5 2 *a, ,nZ ]. 


a) Arátati că şirul (a,),.; este crescător. 
b) Arătaţi că şirul (а,), 1 este mărginit superior de 4. 
c) Demonstrati cá lima, =4. 


2. Considerăm f: R Э К, f(x) = x - e". 
a) Саїсшай [e f(x)dx. 


b) Calculaţi f f(x)dx. 
[ios 


юе 


c) Demonstrafi cá lim 
x 
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Testu 23 | | Testul 24 


Subiectul I 
з. Calculati (1+ 3/2)0 - 3/2 + 4/4). 
2. Fie funcţia f : R — К, f(x) = 2+ 3х. Calculati f[-10) + Д-9) +...+ R9) + R10). 


subiectul | 
| ulati partea intreagá a numárului uc 
a . 
1. Са1їсшай р 5 


з, Rezolvaţi în R ecuaţia 8" 141-5 2. Determinaţi valorile reale ale numărului m ştiind cá abscisa vârfului parabolei 
| 5 f: Ro К, fx) 2 x! + mx + 1 este egală cu 2. 
4. Rezolvaţi în mulțimea (0, 2) ecuaţia sin x = IE 3. Rezolvaţi ecuaţia sinx = –1 in mulțimea numerelor reale. 
= CAECUM — T ч 5 а А is m 6 
5, Arătaţi că vectorii ў =i +8 j şi V, = 4i —7 j au module egale. A. Determinaţi termenul din mijloc al dezvoltării (1 #95 ) : 
6. Calculati perimetrul triunghiului ABC ştiind că А = 120°, АВ =3 şi AC=7. 5. Calculaţi lungimea vectorului y, — 9,, unde 9, =i -j şi 9, 22i -3j. 
Subiectul 11 6. Fie a e R cu sina = 0,6. Calculafi tga. 
А | "e m ou . Laa Subiectul II 
1. Considerăm matricele 4=| 1 -2 1 |şiB=|1 1 I|. 0 1 ! 100 
1 12 111 1.Fie matricele 4=|0 0 1|şi1,=]0 1 01 

а) Arátati cá rang + rangB I» 000 00 1 

b) КЕР în R кышк + 49) -0. , a) Determinați rangul matricei AL 

с) Arátati cá (А + В)" = A" + В", oricare ar fi n e №. b) Arătaţi că inversa matricei /; — A este [5 + A + d, 


c) Calculaţi inversa matricei /3 + A. 


2. Polinomul f= А — Х— 1 e C[X] are rădăcinile complexe ху, хо, xs. 2. Pentru fi număr natural nenul n considerăm polinomul f, = X? + X" +1 e C [x]. 


a) Aflaţi restul împărțirii lui fla polinomul А — 1. a) Determinaţi rădăcinile complexe ale polinomului fi. 

b) Calculaţi х? +x2+x2. b) Aflaţi câtul împărțirii polinomului f; la polinomul fi. 

с) Arătaţi că Ду + x2) = -2. с) Demonstraţi cá f; divide f, dacă şi numai dacă 3 nu divide n. 
Subiectul Ill | Subiectul ПІ 

"ЭР 1,4 1 

1. Considerăm funcția f: (-1, 0) > R , fx) = e - 1 — In(x + 1). + Considerăm şirul a, = 15255 шалыг” „nal. 

a) Calculafi derivata funcției f. 

b) Arătați că funcția feste convexă. а) Arătați că а,,-а, > „oricare ar fi n > 1. 


c) Demonstrati cá f(x) > 0, oricare ar fi x € (—1, oo). 


b) Arătaţi cá a, > 1+5, oricare ar fi n > 1. 


2. Considerăm funcția f: ” ЭН. 
erám funcţia f: (0, оо) > R, f(x) ACE diDemonsssgel naues. 

2 n 

a) Саїсшай f f(x)dx. 2. Fie funcția f: R > R, f() e —. 
1 +x 
5 a) Scrieţi o primitivă a funcţiei f. 

b) Calculaţi x?) dx, . 

t ! fa) b) Саїсшай [x f(x) dx. 
с) Determinaţi valorile lui a e (1, oo) pentru care [ f(x)dx--1. c) Саїсшай ЇЕ ГО) dx. 


E MATEMATICĂ — М1 


=й 
ч 
A 


Testul 25 


Subiectul I 

1. Arátati că 100#7 eN. 

2. Determinafi punctul de maxim al funcţiei f: R >R , f(x) = —x? + 2x 4- ]. 

3. Arátafi că funcția f: R > Е, Дх) 2 x^ + 1 este injectivă. 

4. Cáte diagonale are un poligon convex cu 10 laturi? 

5. Calculaţi distanța de la punctul А(1, 1) la dreapta determinată de punctele В(2, 3) si 
С(–1,5). 

6. Calculati raza cercului circumscris unui triunghi АВС cu AB = 5 şi m(«C) =120°. 


Subiectul II 


110 
1. Considerăm matricele 4-10 1 1|şi B- b hd : 
001 -1 1 -1 


a) Calculati det4. 
b) Calculați rangB. 


с) Determinati matricea X e Мз (К) astfel încât ХА = B. 


2. Fie a, b eR astfel încât rădăcinile 21, 22, 23 € С ale polinomului f= X? + aX? + БХ | 
verifică E 2 1, || 2 1, Iz > 1. 
а) Calculati 21223. 
b) Arătaţi că |z| -12:1-1245| =1. 
с) Demonstrati cá a + b = 0. 
Subiectul III 
1. Considerăm funcţia f : (0,0) — В, f(x) = 1520x 
x 
а) Calculati derivata functiei f. 
b) Calculati lim f). 
с) Demonstrati cá existá un unic punct с є (0, oo) cu proprietatea cá c - Inc = 1. 
1 
4-x! 


2. Fie funcţia f:(-2, 2)» R, f(x) = 
a) Саїсшай [x f(x) dx. 
b) Calculati [ f (3)-arcsin 2 dx. 


€) Arătaţi са É Го?) = f fo?) dx. 
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Testul 26 


subiectul I 


1. Determinati z e С ştiind cá 2422-9/. 

2. Arátati că dreapta de ecuaţie y = х + 1 intersectează parabola de ecuaţie у = x!—-3x 4 2. 

3. Rezolvaţi in К ecuaţia (1+ J2y 234242. 

4. Considerám multimea M = (1, 2, 3, 4, 5}. Determinati probabilitatea ca, alegánd o 
submultime a multimii M, aceasta sá aibá 3 elemente. 

5. Considerám punctele A(1, 2), B(0, 1) si G(-1, 2). Aflati coordonatele punctului C stiind 
cá С e centrul de greutate al triunghiului ABC. 


: л 
6.Fiea ER cu а- ; . Calculati tg (2+1) 2 
Subiectul 11 
1 1 
1. Fie matricea A = Ё 5 : 


a) Calculati det(4 + '4), unde “А este transpusa matricei А. 
b) Arütati cá 4 — A = D. 
c) Fie Be M, (Q), cu AB = BA. Arátati cá rang B +1. 
2.Fie f: IR R o funcţie periodică şi mulțimea М = fr eR | f(x*t)2 f(x), Vxe R} i 
а) Arátati că dacă 1 e M, atunci —t є M. 
b) Arătaţi că Me subgrup al grupului (R,+). 
с) Daţi exemplu de funcție periodică f pentru care M =Z. 


Subiectul III 

1. Considerăm funcția f: R > R , f(x) = (x — 1) arctgx. 
Јо) 

=й 

5) Calculati derivata functiei f. 

с) Determinati asimptota la graficul funcției f către oo. 


a) Calculati lim 


x 
2. 1 1 H R , = . 
Fie funcţia f:R— ТОО "P 

а) Сасшай [ x f(x)dx. _ 
= 
b) Саїсшай Í x /О?)ах. А 
< 
; : Ч К J 
c) Demonstrati că şirul a, = Жуст ‚п> 1, este convergent. 5 
ub 
= 
< 

z 

п 4 

181 
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Testul 27 


Subiectul I 


1. O progresie geometrică de numere reale are al doilea termen egal cu 2 şi al cincilea 
termen egal cu 16. Calculaţi гара progresiei. 


2. Calculati P.+ ştiind că p + q - 6 şi pq - 3. 
4 P 


3. Rezolvaţi în R ecuaţia sin + + z) =1. 

4. Determinaţi numărul submulțimilor cu cel mult 3 elemente ale mulţimii (1, 2, 3, 4, 5, 6) 
ce contin cel рийп ип numár impar. 

5. Fie ABC un triunghi echilateral de latură 4. Calculati AB: AC. 


6. Fiea e R cu tga= i . Calculafi sina. 


Subiectul II 
12 3 
1. Considerăm matricea 4-|2 4 6]. 
369 


a) Calculati rangA. 
b) Агаў că А” = 14" A, oricare ar fi n e N”. 


с) Arătaţi că inversa matricei /з — A este 7, -Z4 . 


2. Considerăm polinomul f = X? + X? «aX +b eZ[X]. 


а) Aflaţi valorile întregi ale lui a ştiind cá V2 este rădăcină a polinomului f. 
b) Aflaţi valorile întregi ale lui a şi b pentru care f admite rădăcina dublă 1. 
c) Demonstraţi că nu există a, b є Z astfel încât f să aibă o rădăcină triplă. 


Subiectul 111 


1. Considerăm funcția f: (0, оо) 2 К, f(x) = Inx — lnx + x. 
а) Calculafi f''(1). 
b) Rezolvaţi ecuaţia /"(х) = 0, x e (0, oo). 
с) Determinafi punctele de extrem ale funcției f. 


x” 


(х +1)? 


2. Pentru fiecare număr n e N* definim 1, = [ 
a) Calculafi Л. 
b) Атај că 1 


п+2 


+21. +1, n ой ага neN*. 
п+і 


c) Demonstra(i cá lim /, = 0. 


| estul 28 


Т 


iectul | 
subiect +i 


А 1 
К peterminați partea reală a numărului complex z = ет 5 


Fie xi, X2 € R rădăcinile ecuaţiei х2 — 5x + 2 = 0. Calculati Xi +) — Хү. 
2. Arátati că funcţia f: [0, 1] > R, fx) = x! + x, este injectivă. 
д Arătaţi că С = 2 С». 
5. Fi i 
л : à 
" Fie x€ (2.2) cu sinx = EN Calculati tg 2x. 


Subiectul il 
1. Considerăm numerele distincte a, b, c є К şi sistemul de ecuaţii liniare 
х+ау+аг=а 
Ixby e 22 =b . 
х+су+с2 = c? 
a) Arătați că determinantul sistemului este egal cu (c – а)(с — bb — a). 
b) Arătaţi că sistemul este compatibil determinat. 


c) Rezolvaţi sistemul. 
2, Considerăm inelul claselor de resturi (Z |2, +,-). 


a) Rezolvaţi în Z |; ecuaţia 2х-6. 
b) Rezolvaţi in Z 1» ecuaţia х? =1. 
с) Arátati că dacă x є Z үр verifică х! =1, atunci x 21. 


Subiectul III 
1,Fiem є R şi funcţia f:R— R, о) = 
а) Determinati asimptotele graficului funcției m. 
b) Determinati m є R pentru care f is =1. 
с) Determinati m є R ştiind cá | Дх) | «1, oricare ar fix Е. 


2. Considerăm funcţiile f: R — R, ГО) e x! +e si F:R В, Р(х) = | /(0dt. 


а) Calculati F(1). 
b) Arătaţi că funcţia F este inversabilă. 
2 


© Сасшай | FQ) dx. 
0 


bo 


e ABCD un pătrat de latură 42 . Calculafi lungimea vectorului АВ- DA. 
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Testu 29 


Subiectul | 


1. Ordonati crescător numerele 4/64, 1610051 17. 
2. Arătaţi că 4x? + 3x + 1 > 0, oricare ar fix є В. 


3. Rezolvaţi in R ecuaţia arctg(x +1) = Е . 


4, Determinaţi n € N, n 2 2, ştiind cá п+135 = C2. 
5. Arătaţi că unghiul vectorilor й =i -3j si v =2i +} este obtuz. 
6. În triunghiul ABC avem АВ = 5, BC = 6, СА = 7. Calculati lungimea medianei din A. 


Subiectul Il 
cosx -sinx 0 
1. Pentru fiecare număr real x considerăm matricea А(х) = | sinx cosx 0l. 
0 0 1 
a) Calculati det4(x), хє. 
b) Arátafi cá A(x) - AQ) = A(x + y), oricare ar fi x; y e R. 
c) Determinafi inversa matricei AC ). 
2. Considerăm ecuația cu coeficienți reali 2x? + х2 — 13x + т = 0, având rădăcinile 
XXX EC. 
a) Rezolvaţi ecuaţia pentru m = 0. 
b) Calculati x? +x? xl. 
c) Determinati m e R ştiind cá xix, = 1. 


Subiectul 11 
1. Considerăm funcţia f: (0, ©) > R, f(x) = In 1%X. 
x 
а) Arătaţi că funcţia este strict monotonă. 
b) Determinati asimptotele graficului funcţiei f. 
c) Calculafi lim( Л/@)+ /(2) +...+ f(n). 
2. Fie funcţia f: (0, ©) > К, f(x) = Inx. 


a) Calculaţi Ї Хо) dx. 
b) Calculati FEE) f'A) dr. 
о) Arătați că lim | f(x) dx - -1. 


| Testul 30 


subiectul ! 
Calculati modulul numărului complex z =—3 + 4i. 
B Aflati punctele de intersecţie ale graficului funcţiei f : R — R,f(x) = x! — Зх + 2 cu аха 
2 Ох. | 
Rezolvaţi ecuaţia logsx = 108:52Х. 
д, Calculafi G-A. | 
Aflaţi a € R ştiind cá dreptele d, : x - 2y = 0 şi d; : ax + y + 5 = 0 sunt paralele. 
A Fie x e R astfel încât sinx + cosx = 1. Calculafi sin2x. 


Subiectul II 
1 2 a 
з. Considerăm matricea 4-1-1 0 1| e Mx(Z). 
2 3 1 
a) Calculați det4. 


b) Determinati valorile lui a є Z pentru care гапрА = 2. 
c) Calculati 4” pentru a = 0. B 
2. Considerăm polinomul f= X* +X — X 1 eC [X] cu rădăcinile complexe ху, x», xs, X4. 
a) Calculati restul împărțirii lui f la polinomul g = x. 
i 1 I 

b) Calculati Лага —t—. 

X x *X X 
€) Arátati că polinomul f nu are nicio rădăcină reală. 


Subiectul 111 
În x 


—_, X 
t. Fie £/:(0,00) >R, f(x) 2 4x-1 
1 ,x-1 
a) Arătaţi că funcția feste continuă în punctul x = 1. 


/@)- О) 
x-l ' 


zi 


b) Calculati lim 
c) Arátafi cá f'(x) < 0, oricare ar fi x > 0. 


1 
2. Fie M mulţimea funcţiilor continue f: [0, 1] — В cu [ ух) к=. 


2 .. 
2238 Е 
а) Arătaţi că funcția g : [0, 1] — R , g(x) = aparține mulțimii M. то i 
b) Funcția й : [0, 1] >R , A(x) 2 x + x + a aparține lui M. Determinafi a є R. _ 5 
c) Demonstraţi cá pentru orice funcţie f e M există c e (0, 1] astfel încât fo) = с. E 
Ё 
« 
> 
L.] 
185 


Testul 31 


Subiectul | 


1. Fie а= 41024, b=3/4 şi c= 4. Verificaţi dacă ab = c*. 
2, Determinafi imaginea funcţiei f: [1, 2] > К, f(x) = 2x * 1. 


x 5 х+1 
3, Rezolvaţi in R ecuaţia (2) 42 =0. 


4, Determinaţi numărul elementelor unei mulțimi M ştiind că M are 32 de submulfimi cu un 
număr impar de elemente. 

5, Fie АВС un triunghi echilateral de latură V3 . Calculaţi lungimea vectorului 45 + AC. 

6, Arătaţi că sinx - sin(x + л) < 0, oricare ar fi x e R. 


Subiectul II 
01 0 
1. Fie matricea 4-10 0 11. 
000 


a) Calculafi АГ. 
b) Determinafi rangul matricei A - 4', unde А' este transpusa matricei А. 
с) Demonstrati că nu există nicio matrice В e М:(С) cu B? = A. 
2. Considerăm polinomul f= (x? — 2)? — Y 2 e CI]. 
a) Calculafi suma coeficienţilor polinomului f. 
b) Calculafi suma tuturor rádácinilor complexe ale lui ГА 
с) Demonstrafi că polinomul g = X" — Х— 2 divide f. 


Subiectul III 
1. Fie funcţia f: К >R, f(x) =x- e~. 

a) Calculaţi lim f(x). 

b) Arătaţi că fos, oricare ar fixe R. 

e 
с) Demonstrafi că f(x) = (-1)'(x —n) - e”, oricare ar fin e N " six e R. 
x" 
dx 

2x43 


2. Pentru fiecare număr n e N * notăm І = [ 
а) Calculaţi 7. 
b) Arătaţi că 21 


n 


+31, эе ийише йд. 
nal 


с) Demonstrafi că lim n, = : i 
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subiectul | 


: 2 
1. Calculaţi modulul numărului complex z = т" 


2. Determinafi punctele de intersecție ale graficului funcţiei £: R— R, f(x) = х2 — 6 cu 
dreapta de ecuaţie у = x. 

3. Rezolvaţi in R ecuaţia log,2 = log;3. 

4. Calculafi suma coeficienţilor binomiali ai dezvoltării (a + b)". 

5. Calculati lungimea înălțimii din А in triunghiul ABC ştiind cá А(0, 1), B(1, 1) si 
CQ, 2). 

: л л : 
6. Arátati cá sin EL (2-8) > 0, oricare ar fix eR. 


Subiectul Il 
6 4). А х у 
1. Fie matricea А = М s) şi mulțimea M= ( 4 | х,ує d : 


a) Arátati că AX = XA, oricare ar fi X e М. 
b) Arátati că 4? — 124 + 36 h = 05. 
c) Determinati matricele B є М, (Е) cu proprietatea cá В?+В=А. 
2. Considerăm mulţimea M = (cos 4л 418047 | qe Q} : 
а) Arátati că dacă x,y e M , atunci хує М. 
b) Demonstraţi cá M formează grup cu înmulţirea numerelor complexe. 
с) Arătaţi că funcția /:(0,+)  (M,-), f(q) = cosqz * isingz este morfism de grupuri. 


Subiectul III 
ЭНН: 9 
1. Considerăm şirul (x,),,, definit prin x, = Л) ŞI х 7x2 - 8x, * 20, n2 1. 


a) Arátati cá x, > 4, oricare ar fi n 2 1. 
b) Arătaţi că x, — x, 50, oricare ar fin 2 1. 
с) Demonstra[i cá şirul (x, „=, converge la 4. 


2. Consi ia /:R9R, f(x) 
Considerăm funcţia f :IR — R, f(x) nm m 
a) Arătaţi că orice primitivă a funcției feste injectivă. 


b) Calculafi [ - f(x)cosx dx. 
c) Calculaţi ^" f(x) dx. 
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Testu 33 


Subiectul | 

2.3 

төс. 

3 4 

2. Rezolvati їп multimea numerelor reale inecuatia № +х > 12. 

3. Arátati că funcţia f: [1, 2]  [3, 4], Дх) = 5 – x este inversabilă. 


Л 1 
1. Calculati partea fractionará а numárului x = ЯГ 


? т. 
4. Determinati termenul dezvoltării (vs 4) ce nu il contine pe x. 
5. Punctele А, B, C, D verifică 3 AB =2 AC + АР. Arătaţi са B, C şi D sunt coliniare. 


1 ас: 
6. Stiind cá ae (4. J şi cosa = 73 calculati sin 2a. 


Subiectul Il 
х-2у-2-0 
1. Considerăm sistemul de ecuaţii liniare < ах+ y-2z 21,cua, b e R. 
-x*3ytzz-b 
а) Calculati determinantul sistemului. 
b) Determinati a si b pentru care (1, 0, —1) este solutie a sistemului. 
с) Determinati a si b astfel încât sistemul să fie incompatibil. 


1+2 
2. Fie и- (5 Er S 6; 
-2а 1-а 


а) Arátati că dacă X, Y e M, atunci XY є М. 

b) Demonstrati cá M formeazá grup їп raport cu inmultirea matricelor. 
24-1 a-l 

—a*2 2-а 

grupul multiplicativ al numerelor reale nenule la grupul (M, , ). 


с) Arátati cá funcţia /: (0, ©) — М, f(a) | | este izomorfism de la 


Subiectul Iil 


2 
1. Considerám funcţia f: (C1, оо) >R, /(х)- z = t 
x+ 


a) Calculafi derivata funcției f. 
b) Determinați asimptotele graficului funcției f. . 
с) Determinaţi punctele graficului funcţiei f în care tangenta la grafic este paralelă cu 
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dreapta y = 2x. 
2. Fie А = [i ping dx şi B= [= HET ау 
sin x + cosx sin x + cosx 
а) Calculafi 4 + B. 
b) Arătaţi cá A = В. 
с) Calculati A. 


- 
eo 
о 


| Testul 34 


subiectul ! 


1. Fiea, b € R astfel încât 2" = 3 si 3^— 4. Calculaţi ab. 
2.0 funcție f de grad 1 are AO) = 2 şi (4) = -4. Calculaţi f(1). 


. л 
3. Rezolvati în В ecuaţia tg х. =], 


4. Calculati probabilitatea ca, alegând o pereche (a, b) din mulțimea 
(1,2, 3) х (1,2, 3}, să avema + b= 5. | | 
5, Determinati ecuaţia dreptei се trece prin origine şi este perpendiculară pe dreapta de 


ecuaţie x + Зу + 5 = 0. | . | 
6. Calculati másura unghiului А al triunghiului АВС stiind cá АВ = 5, АС = 8 si 


BC=7. 


Subiectul Il 


E = : 11 B 7 4 ic- 2 1 
1. Considerăm matricele A = adi ag ss şi C= T 
а) Calculati C”. 
b) Arütati cá AC = CB. 
c) Demonstrati că B" = C^! - A" -C , oricare ar fi ne №. 
2. Fie polinomul P = X* 4 3X? - 4X? « aX +b e R[X], având rădăcinile х,,х,,х,,х, € C. 
a) Determinati a, b € R ştiind că polinomul f = X? & 3X 43 divide Р. 
2 
b) Calculati (x; — хүр + (ху з) + (ху xa) + (о — xy + (х;—җ) + (хз F xa). 
с) Demonstraţi că oricare ar fi a, b e К, polinomul P nu are toate rădăcinile reale. 


Subiectul Ш 


1. Considerăm funcţia f: R—R,Ax)=e * x * 1. 
a) Arătaţi cá funcţia feste strict crescătoare. 
b) Arătaţi că funcţia feste surjectivă. 
с) Calculati (/77) (2). 
2. Considerăm funcția f: [0, 11-» Ё, f(x) =/1-х?. 
2 1 
a) Сасшай | —— dx 
y Sœ 
b) Calculați ЇЕ yl- x dx. 


с) Саїсшай aria subgraficului funcției f. 


E  M.ANDRONACHE ° D. SERBÁNESCU ° M. PERIANU • C. CIUPALĂ • Е. DUMITREL 


- 
о 
о 


Testu 35 


Subiectul I 
1. Considerăm progresia aritmetică a, = 1 + 7n, n > 1. Calculati suma primilor 10 termeni. 


2. Агаар că graficele funcţiilor f:R —R, f(x) = xX sig: В, g(x) = 2x? + 4x -7 nu 
au puncte comune. 


3. Rezolvaţi în R ecuația cos (= - z) = cos (2 x4 z) . 


4. Determinafi n € N ştiind că п? -4n = C7. 

5. Fie O punctul de intersecţie al ` diagonalelor paralelogramului ABCD. Calculați 
ОА-ОВ-0С-0р. | 

6. Саїсшай raza cercului înscris în triunghiul АВС în care AB = AC =4 si BC = 6. 


Subiectul II 
1. Se dau dreptele dj :x +y -220,d;:2x-y- 12 0gi dj: -3x + ту- 1 20, cum e R. 
1 1 2 
а) Calculati determinantul A=| 2 -1 -1|. 
-3 m -1 
Б) Determinati m e R ştiind cá dreptele d;, d», d; sunt concurente. 
х+у-22=0 


с) Rezolvaţi sistemul 42x - y -z = 0 


ştiind cá dreptele а, dz, d; nu sunt concurente. 
-3х+ту-2 = 0 
a+b? b | 


„b . 
0  a-b42 i «e 


а) Arátati că X + Y e М, oricare ar fi X, Y € M. 
b) Arátati cá XY e M, oricare ar fi X, Y e M. 
c) Demonstrati M formează inel cu adunarea şi înmulţirea matricelor. 


2. Fie mulțimea M = | 


Subiectul Ill 


1. Pentru fiecare a є (0,95) {1} considerăm funcția F:RoR, / (х) =а-х-1. 
а) Calculagi f/(0). 
b) Determinaţi valorile lui a pentru care graficul funcției are asimptotă la +оо, 
с) Determinafi valorile lui a ştiind cá f(x) > 0, oricare ar fix e К. 
2. Fie І, = (si 2 dx, n2. 
2 


a) Саїсшай /,. 
b) Arátati cà Ia S In Vn 2 1. 
c) Demonstraţi că şirul (1,)„= este convergent. 


Testul 36 


subiectul І 


Considerám mulțimile А = (1, 2, 3, 4, 5,6} şiB=(neN |n divide 12). Determinafi 
1. . .. 

1 elementelor mulțimii 4-8. | | Е 

B sni coordonatele punctului situat la intersecția graficului funcției f :R >R, 


Јо) =1х- 2|-4, cu prima bisectoare а sistemului de coordonate xOy. 
3 Rezolvaţi în R ecuaţia 32" +9 = 36. M" 
к peterminafi valorile lui n pentru care eru +С,. 


eterminafi distanța dintre dreptele paralele di: y =x şi 4: y=x + 1. 


иг iul ABC avem АВ = 2, AÇ =3 şi A = 120°. Calculati raza cercului circumscris 


6. În triungh 
triunghiului. 

Subiectul II 

1 Р 


1. Considerám matricea А- | FE 


a) Calculaţi АЎ. аг 

b) Determinafi inversa matricei А. 

с) Rezolvaţi ecuaţia X^ = 4 în mulțimea M,R). 
2. Considerăm polinomul f =X 3 6X? +3X + me СХ], având rădăcinile Хү, хэ, x ЄС. 


a) Calculaţi х,х, + хх, + XX | | PEN 
b) Determinaţi m e С ştiind că rădăcinile polinomului sunt în progresie aritmetică. 
c) Determinati m € С ştiind cá rădăcinile polinomului sunt în progresie geometrică. 


Subiectul 11 


1. Considerăm funcția f : (0,99) —> В,/(х)-хаїйх. 
a) Атай că funcţia f este strict crescătoare. 


1 А, a — 
b) Demonstraţi că există сє (2, ) ‚ astfel incát f(c) = 0. 


п? 


с) Calculafi lim 
1 
2. Considerăm funcţia f: (0,0) >R, f(x) = xo «D . 


a) Calculati [ (dx. 
b) Calculaţi | х/х. 
c) Calculaţi lim [ Роа. 


Testul 37 


Subiectul | 


1. Fie z=14 iec, Анараа zi «zcR. 


2. De . i valorile reale ale numărului т ştiind că x^ + x + m > 0, oricare ar fi xeR. 


3. Arătaţi că funcţia f :R — [1,c0), f(x) =1+х* este surjectivă. 
4. Determinati numărul termenilor rafionali ai dezvoltării (1+ 4/3)! . 
5. Simetricul punctului A(1, 2) faţă de B(4, a) este C(b, 4). Calculati a + b. 


1 > Um 
6.Fiex eR бише. Сш tg de d б 


Subiectul Il 


1. Fie A matricea pátraticá de ordin 3 cu toate elementele egale cu 1. 
а) Calculati det(4 — 35). 
b) Aflaţi n e N ştiind cá det(A" + 75) = 82. 
c) Determinati inversa matricei 7, + A. 


a-4b 5 
, Considerá ltimea G = 2 +902 -1,а,дє R}. 
2. Considerăm mulţimea | 5b 2] a abe 
0 1] 
a) Verificati dacá matricea | 8 | aparţine lui С. 
5 
b) Агаў cá dacă Y, Y e С, atunci XY є С. 
с) Demonstrafi cá С formează grup în raport cu inmultirea matricelor. 
Subiectul 111 


1. Considerăm funcţia /: R э R, f(x) 2x e xà +1. 
a) Arátafi cá funcția feste strict crescătoare. 
b) Arátati cá 02-41) / "(x) f(x) = f(x), oricare ar fi x e В. 
€) Determinaţi asimptota graficului funcţiei f către +оо. 


i 1 
2. Fie f': [0, А ue шан. 
жаен 70) x! 43x42 
а) Calculafi [ f(x) dx. 
b) Саїсшан [LED a. 
x 


e) Calculati limn? |” у(х) dx. 
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ее? 38 


ubiectul i 


ile A şi В au fiecare câte 7 elemente, iar mulțimea А U B are 10 elemente. 


inati numărul elementelor mulţimii А A B. | 
КО 1) este vârful parabolei у = х? + ax + b. Calculaţi 2a + Б. 


53 1022 
Ivaţi ecuaţia lg x^ = 1. 
Lad numărul funcţiilor strict monotone f': (1, 2, 3, 4} (1, 2, 3, 4, 5). 
4.ре tele dı :y =x, d1: y =2x+ 1 şi d; : x + ay + 1 = 0 sunt concurente. Determinati а. | 
A Ч ABC un triunghi în care А = 30°, В = 75? şi AB = 4. Calculaţi raza cercului 
6. Г! 


circumscris triunghiului. 


iectul 1 
Subie | 8. 1:3 
1. Considerám matricele А = 18 şi В = E 


31 БЭЭ” 
a) Arătaţi cá matricea X — Ї 1 verificá ХА = BX. 


үч 1 2n А N * 
b) Demonstraţi că B" = 017 oricare ar fin e N . 
c) Calculati 4'%. 2 
2.Fie polinomul f = 2X? -3X? - X +5 e C[X], având rădăcinile complexe ху, x2, хз. 
a) Determinati cátul şi restul împărțirii lui f la polinomul g = 2X -1. 
b) Calculati (1 2 xiY(1 —x2)(1 — x3). 
+ + | 


-x 1-х, l-x 


c) Calculati 


Subiectul III 


1. Considerăm funcția f :R Э Е, f(x)=x+sinx. 
а) Arătaţi că funcţia f este strict crescătoare. 
b) Arátati că funcția feste surjectivă. 
c) Demonstrati că graficul funcţiei nu admite asimptote. 


sin nx 0 
л s AME 

2. Pentru fiecare n e N* considerăm funcţia f, [o z] >R, /,(х)=+ sinx Р 

п, x=0 > 

! 

ис 

Мойт 1, = (ло) dx , pentru orice n e №. : 

а) Calculafi Г». 3 

2 . (п41)л Р A E 

i — 1, = — sin -—— — , oricare ar fi n e N*. к 

b) Arátati cá 1,,, — T, 5d 5 < 

с) Calculati hos- а 
193 
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Testul 39 


Subiectul I 
1. Dați exemplu de număr real x astfel încât М2 +х să fie număr rational nenul. 


2. Pentru ce valori reale ale lui m funcţia f : R >R . f(x) = 2x? + mx + 3 este crescătoar 


intervalul [2, со)? 
А : . л 
3. Determinati valorile reale ale lui x pentru care arcsin х < 47 


4. Determinati n e N ' astfel încât 7 - n! « 1000. 


5. Fie punctele A(1, 2), BG, 1) si C(-1, 4). Calculafi lungimea medianei din A în triunghiul 


ABC. 
6. Demonstraţi că sin 4 < 0. 


Subiectul II 
1 0 1 
1. Fie matricea 4-10 1 01. 
10 1 


a) Calculati rangul matricei А. 

b) Determinaţi u, v e R pentru care 4! =u4? +vA. 

c) Determinafi o matrice nenulá X e М, (R) astfel încât АХ = О». 
2. Considerăm polinomul f = X? -6X? «9X +тє ОХ]. 

а) Determinafi m € Q ştiind că X — 1 divide f. 


НИКИ С 


с) Aflaţi valorile lui m e Q pentru care polinomul Jare o rădăcină dublă. 


Subiectul III 
1. Considerăm funcţia /: Ё-» R, f(x) =}/(x-1}(x+1). 
a) Arătaţi că funcţia f nu este derivabilă în x є (1, 1}. 
b) Calculati f'(x), x eR (-L1). 
с) Determinati punctele de extrem ale funcției f. 
2. Pentru p,qe N, p,q 22, notăm I(p,q) = [za -x)"! dx. 
а) Calculati 7(3, 3). 
b) Demonstraţi cá Др, q) = Ца, p), oricare ar fi p, q > 2. 


с) Агай că p-I(p,q) - (q—-1)-I(p-1,q—1) ,oricare ar fi p, q cN,p22,423. 


Ly. 


Testul 


шай ii 1) e Ø. 
rminati a € R ştiind cá (a, a + 1) A (0, ) | 
Ере inati funcția f: R — R de gradul 2 ştiind că f0) 2 0, (1) 2 1 51/2) = 8. 


„Determi ы 
: Rezolvaţi in К ecuaţia sin 2x = 2 сох. 


ан i.m) 
4. Determinafi coeficientul lui x? din dezvoltarea х : 
5. Considerám punctele A(1, 0), В(3, 2), C(-1, 3). Calculafi cosinusul unghiului ВАС. 
6. Determinafi semnul numărului cos2 : cos4. 
Subiectul Il 


1. Considerăm matricea A = 


о O = 
м OO = 
о = c 


a) Calculați A". | | 
b) Ага ай că A" — А"? = А? — I, , pentru orice număr natural n >2. 


c) Calculati 41%, 
2.Fie M = ® Pi | abe o c М,(О). 
a 


a) Arátati că X — Y e М, oricare ar fi X, Y e М. 
b) Атай cá X - Y e M, oricare ar fi X, Y e M. 


c) Demonstrati cá M formeazá corp impreuná cu adunarea şi înmulţirea matricelor. 


Subiectul III 
1.Fie funcţia f: R— К, Дх) =x- 12% +1. 
а) Calculati limCy /(х)-х°). 


b) Determinati punctele de extrem ale funcţiei f. | 
c) Determinaţi punctele de inflexiune ale funcției f. 


2. Considerăm funcția f: (0, 1] 9 R, f(x) = х? +1. 
a) Calculaţi | f): G9 dx. 


b) Calculati volumul corpului obținut prin rotația graficului funcției fîn jurul axei Ox. 
c) Calculati aria subgraficului funcției f. 


- MATEMATICĂ — M1 


m 
мэ 


Solutii M1 
Partea 1. ALGEBRÁ/GEOMETRIE (clasele IX-X) 


Tema 1.1 Multimi de numere. Multimi si elemente de logicá matematicà 
1. a) Propoziția este falsă, contraexemplu x —2,5 şi y = 2,5. b) Propoziția este falsă, contraexemplu 


эг, c) Propoziția este falsă, contraexemplu pentu х-1000 х? + y? «2012 VyeR 
3 . 


2. Propozitia este falsá, contraexemplu х=1+/2 şi у-1-42 sunt irationale, iar suma lor este 

єв c 2. 3 a) | 2012 ]+ (2 42)-[-2] = 44 (2: 42) (-42 2) - a2. 
I 1 1 111 1 a 1 
e — [Re i aa ER 42009 |.3.] 11. 

b) Iz EM | 2 2 3 21 2013 9 [v20]; 3 


-вө (1-0 6-0 [vi ]+[ У2|н-4|4001-3-145-247-34-.419-9410-625. 


е) 148» fi) |- 10-12 Бэй муа, AA “40. 
e ee 


6. "mI _е( ee a) G3») ={х-[х]+ у} 269 у} 2 (x (9). 


9) {кый эл {х+у+г}={х+{у+г}\. 8. а) Fie keZ. Pentru 


2. T ыг 
=п=п<п? +п<(п+1) , inegalităţi care sunt evidente. 


xe er + jJ =>[x]=k, d * | =k si [2x]=2k, deci egalitatea este evidenti. Pentru 


хє[к+; жн) әр k, РЭГ k+1 si [2x] 22k 1, deci egalitatea este evidentă. b) Dacă 
x--a avem [-a+b]=0>bza. Pentru х= Б, avem [a-5]20— 5 «a. În final a=b. 
9. Pentru х=0  inecuatia (m -1)х+2<0 are cel puţin o soluţie, deci x=0. 
10. (xeRI(x+2)(2 -4)>0) =(-2)u[2,+0), deci elementul căutat este egal си -2. 
11. A 3] » deci В={0,1,2) cu maximul egal cu 2. 12. Агуй = {1,2}. 13. 
A-(-22)2 Ас\Вг\®={-1}. 14. ота(А)=26, card(B)=17, сата(Аг\В)=9 şi card(4UB)= 


card( А) card B) саев) - 34. 15. 7-012857) > card(4) - 6. 16. 0 (36) deci suma 


cerută este egală cu 10. 17. i7 (769230) => а +a, +..+ау =335:(7+6+9+2+3+0)+7+6=9058. 


18. Numerele 1 si 2 sunt printre rădăcinile ecuaţiei x? 4 mx- 4-0, deci тє (75,4) . 19. Soluţia 1. 


Ínlocuind soluțiile 1 şi 2 în ecuația  x^emx-n-0, obținem sistemul 
m+n+1=0 . : 
2m + n+ 420 7 ("= C32) . Solutia 2. n-2xX-:x, =2 şi -т=хү+х, 23.20. Observám cá 


soluţiile întregi ale ecuaţiei se găsesc printre divizorii lui 4, deci soluţiile posibile sunt 1,2 sau 4, adică 


Ax 


ає {4,5}. 21. a) J4«2/3 -1« 43e А, [/3] - 3-16 A. b) Fie х=а+ 3, y cce d 3e A. 


ху = ас + 3bd + 43 (ad *bc)e A. c) Prin inducție se arată uşor că, dacă хєл, atunci 


p c A, deci А are cel puţin 2012 


y" € A, Vn eN’. Fie acum х= 3-1, [x] 209 T am aX 
clemente. 22. Presupunem că există a,b eZ. astfel încât 43 =а+ьЬ/2 = (Уз -b42 Г -а-» 


а 2-3+22-2Ь/6 =b=0 şi a= Уз eZ, contradicţie. 23. x2 +2ху+2у? -(х«ур -у-0-» 


3| 3 
э(ху)-00,0). 24. БЕ) BY yo, Ух,уєВ. 25.3 « y +226454 


46y-22414 2 (x42) +(у+3) *(z-1) 20 ә х=-2,у= 32-15 x&ysz-2-4. 

26. a) ey e year) ae) +(х-)°+(у-:)°]=0=.х=у=г. b) În a) 

luăm x=a,y=b şi z=2, deci a=b=2.27. a) Se aplică inegalitatea mediilor pentru numerele 

“ si 7. b) Înmulțim între ele inegalititile a 52 2 ab, b+c > 2Vbc şi а+с>2./ас şi obținem 
a 


x 2 А 
=! <1 e х>2\/х-1‹<Ф (= 1-1) 20. b) Împărţim inegalitatea 


inegalitatea cerută. 28. a) 


cu xy şi obținem inegalitatea zl aid x <1, care este adevărată din а). 29. Cum Va , $520, 
х y 


avem trei cazuri: а =0, УБ =2=>a=0,b=16 sau Уа-1, Yb =1>a=1,b=1 sau 
Ja =2, 4 0 a - 4,b - 0. Deci A - ((0,16),(1,1).(4.0)) . 30. De exemplu а-1 si b=1.31. 
De exemplu а= V2 şi тае De exemplu (0,1,9).33. а) In2« 42 «35 . 


b) $6 < 24130144 -43442. d) 710,2 «n2 «145. 


“P-A Эр 
Тета 1.2 Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri) 
4п+4 +4 4n 12 


1. аһа, = 


——=—————> 0, deci şirul (ад), este crescător. 
п+4 п+3 (п+4)(п+3) AEL 


2. a, ~a, =(n+1) -(n+1)-n?+n=2n>0 , deci şirul (ап), este crescător. 


1 
3. X a а. 1 1 1 1 1 + 1 -—>0, 


"Ho U^ 142 n3 ^ 2042 п+1 п+2 © 2n 2п+1 2n+2 п+1 


М 1 1 4 
deci sirul (x, (Р este crescător. b) х, —x, = aaa ЖОЛЫП «0, deci şirul (x, „zu 


>0, deci şirul (x,y, este crescător. 


1 
este d EN аан эш ы 
е escrescător. c) Х.Х, ( ) ( 1) 


P ox eria" ap. TET 2 сл 


e. 2К+1 24 1 1 1 
Unde mărginirea sirului. b) x, = =X] —-—— |=l-— 
ginirea $ ) (кў 216 zy (n: 


1 
є(0,1).с) x, тт e(0,1). 
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b) a,=2015=-3+2n=n=1009, deci 
71 


2015 = ао» - c) T =a, +a; +a; +... + ayj = 


A + 32) 2671-201121349381 . 6. Fie г тапа progresiei. а-а =4=2к =). 


20 2 
а +a +d; +a = 30 = 4а *lir2a = 2. Sg = (а *ày) 2420. 7. 2(x-1) =х+(х+2)=х, =0,x=3, 


8. 2(1-x)=(x+1)+4>x=-1 9. 2(2** +1) = 2771 27 +1, şi notând 2°—=г>0 obținem 


t 8 А : 
ecuatia (iue perma - et deci a-1. 10. а) În sumă sunt -1-34 
t 


ә 


34 


А 2 
termeni, deci 1+4+7+..+100=--(1+100)=1717 . b) In sumă sunt T. 12503 termeni. 


5 : 
deci 2+6+10+...+2010 = S (1« 2010) = 503-1006 = 506018. c) hn sumă sun 


Sur xl. a =n+2 termeni, deci 1+3+5+...+(2п+3) =(п+2) . d) În sumă sunt n termeni, deci 


159. (4n-3)- 2 (4n-2) 2 20! n. Ti; Suma cerută este egalà "T 


1+3+5+..+(2n-1)=m. 12. a = (a, +a, *.*a,4)-(a +a, +..+а,)=2п+2 >a, - 2n, 


obţinem deci un şir în progresie aritmetică. 13. a) Forma generală a termenilor din sumă este 


4n-3. n21. Fie x74n-323 549. (42-3) -2(14-4л 3)2265 -n22312 n 211 х= 41.6) Fie 


хэ20-1,п21, 143--5-.4(28-1| 2 n 2225 n-152 х= 29. с) х+(х+1)+..+(х+х)= 
х+1 


Нас 


2 


(3x) = 45 x(x41)2302 x25. d) Fie x-3n-Ln2l. 2+5+8+..+(3n-l)= 


(3п+1) = 572 n26— x «17. 14. Кафа progresiei aritmetice este egală cu 3, primul termen 


юр 


este 1, deci ау = 28. 15. а, + e = а +а=10. 16. а) а, +a, + aug + ax =8=2(а +a = 


21 
= ta =4. а+а,+..+а» ES tà) 2 42. b) ана хн ay = (а eas) - Sla +а,}= 20. 


17.4) a +a, +a, ,*a, - 2(a *a,) =300 = a, + a, =150. $,-5(a +а,)= 150 = 600 n-8. 


міз 


b) $,, = 95, > (да +(3n-1)r)= (2, +(л-1)г) >r=2a а= а *3r = Та = 21 


=®а 23. 2+6 


gi sacma =t) > (а+с) =4ac 2 (a-c) =0=>а=с=5. 


19. а-17=17-2=15->а=32 şi 2b=a°>b=512. 20. Fie q тайа progresiei geometrice. 


a+b+c=a(1+q+q°)=a[1+q(q+1)] $i cum 1+4(4 +1) este numár par, rezultá cá a este numàr 


л 


par, de unde concluzia. 21. (х-1/ =х+5= x, 2-1, x, 2 4, deci x - 4. 22. Cum aeR 2x. x, #0 


2 
“Хул 3х, > ху = 3 —XptX,-4x 4x = 15 а= 3. 23. Аует idu в шЇ-»а--3 


24. Şirul este o progresie geometrică си тайа 2, deci 4-а,-а,2 — a, => 25. Fie д гапа 


5.а) Fie r ratia progresiei. d5-d,-|l8r236—r-2.a,-ay*5r9 71 >a =-3. a4 =a +13ғ = 23, 


Pe de altă parte 


2q!—q-22-—b =3. 26. Evident s»l. 


2013 | | 
-[3) 2 1 2 i-ai 5 1 E 
2 Zu pi 28. a [ Jeu) [а]=1; b= 2 


= 1 3 | 22013 3 ба 1 4 5! і 
20) 5 


=— 


(«gs etn). În final [a] [^] 1 . 29. Dacă х-1, egalitatea din enunţ este 
57 
echivalentá cu 122 —1=11-13 evident adevărată. Dacă x1. egalitatea este echivalentă cu 


2 1 3 2 > 
63 zy. 2 1-8 = (1-8 -Х1(1-х| -1-41(1-1) ‚ egalitate care se verifică imediat. 


1-х 1-х 1-х 


1 : +4 2 : 1 
30. Fie q тайа progresiei geometrice, 198 =42q=2. 31. а) Fie q тапа 


progresiei. 
в,-8,-86(47-1)-8,(1-4:) 4 -1)-311447) 15-э 4" =4->4=2 6-15 74. 5) Suma 


9 


1-4 
1-4 


-511. 32. а.-а-гє2. Dacă presupunem că 


are 9 termeni, deci S,=b, 


А e b. 
r<0, 3keN': au = + < 0 contradicție. Deci r2 0. 33. Капа progresiei este у= ri eq. 
1 


Presupunem са qeQ'Z. Fie 4-7 scrierea са fractie ireductibilà. ас»! şi 


р+1 ph! 


b =a” -a, (a,a)=1,peN. Avem b, = д?“ =а?а a A 
a 


є N. contradicție. 34. Fie q 


: » b 3 А "E 31. 
тайа progresiei, deci 8-4 Ав 506 = hg 296.35. Fs fF sx (E) 


: 2 
8 , 1-(-3 
=2+2 4.429 +9=221+9=1031. 36. S =3(1-3+3 -3° 4.39) +11 =3— ——- 


) 

2-1 1-(3) 
2 n Э Э”” хай, 

-2(1-37) 11. Termenii din suma S, sunt in progresie aritmetică си гапа 3. 


5, = (по) + у(11))=210.з7. а) S, =(—5)+(—5)+...+(—5)+ (50) = –125+250-1=124. 
жы а ЗЫ шш, 


2 П 
25--ori 
: 1 по x й 51 —51-124= 6324. 
b) Termenii sumei sunt in progresie aritmetică, deci S, = (00) f60) -51-12 „= 
5 
- $ pà 039 243 оо 
9 $-5(1-2«2 -2 «..-2 E ле), 


-— 
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Тета 1.3 Functii. Proprietáti generale. Lecturi grafice. 


1. 5) (azere. 2. А+) b) ве ела. 


3. а) f(x+2)= ын +(x+2)= B *t(xp2ef(x)-2 еме perioadă pentru funcţia f 


+6 : 
b) se) 6 25] =) эв este perioadă pentu g. 4, 1-а?=0=—а=+| 


2 3 
5. f(x) - 4|x - 2] - 4[2 - x| = 0, deci f este constantă. 6. Pentru x e [3,8], f(x) -(8-x)(x-3)- 5. 
" _ 109-1()- у-х 
7. Pentu  xe(0,+00) 119) 709) 0. 8. ык CZ CAD e 


im Vx,y є(1,+%®), x * y, deci f este descrescătoare. 9. F(s(3)) = в(/(х)), 
х-1)(у- 


VxeR < 2(х+а)-1=2х-1+а<а=0. 10. F(fCr(9))-3- 8x, Vx€R, decif este strict 
descrescătoare. 11. /(7(0))= /(0)=0. 12. /(х)=0= x(x -4)-02 x =0,х, =1,х, =-1. 
Punând condiţia g(x)-0, i213-ae(-11]. 13. f(a) 2-эх(2-4) 0-эхс(--214402-4, 
deci max 4-2. 14. f(a) - a €» a! -9a2 0€» a € (-3,0,3), deci suma cerută este egală cu 0. 

15. Punem condiţia ca ecuaţia f(x)- у să admită soluții reale х? (7-1)-х(у41)-у-1-0 
ea20e (-у+3зу-1)0е yel] La]. deci ш/=[ туз]. 16. Ecuația |x|=y admite 
soluții reale dacă şi numai dacă ye[0,+<0), deci Im f =[0,+0). 17. (/og)(x)=x2-1, deci 


imaginea funcției fog este [—1,+ю). (gof (х) s (x-1 , deci imaginea funcţiei go f este 


[0, о). 18. а) 16 Im / < ecuaţia f (x) 21 nu are nicio soluţie, ceea ce este adevărat. b) 7(1) - 
Е" х 1 А 
$i in plus 50952258 ҮхєК. Deci max(/)-7. punctul de maxim fiind х-1. 


-1 1 
с) f(--7 e -zelmf. 19. /(1)=-1 si în plus х*-2ә° = (2-1) -12-1 


xe f"! ((0;2]) e f(x)e(62) o xe (3,0) -17((0:2) : 
D 1096(мнө)вэхдэйвэхе(-ад (246) = (ә) е (х) еа] 


х” e[4,9] & x e[-3,-2]u[2,3]= f" ([5;8]). d) Ecuația /(х) = т are o sigură rădăcină dacă si 
numai dacă т=-1. | 


f(x)2-L VxeR. 20. a) 


21. Punem condiţiile /(1)-0 si 7(0)=-1, deci п--1 şi m=0. 22. a) Jf) ele 
x 


-f (x), vx eR". b) /(=х) = —х + LM =-f (x), Vx eR". с) 
F(-x) im|-x Vx? +1 epo Do us 2 2823 
(—х) ( х+ух? + ) ue f(x), Vx eR. d) f( x)-inz — 


| 


T убх) ух є(-3,3) .23. Punem condiția f(-x) » -f (x). VxeR = -х(е*+е')+а= 


(е е") +а| €»a-0. 24. Avem f(-x)- f(x), Vx eR , deci f()2f(2)a«b«4- 
a . " . 
)-4 «аж 5-0. 25. Dacă feste funcţie pară, atunci f(1)= f(—1), deci fnu este injectivă. 


(a+b 
4 70)=-70)= 700) -0=0(00)е 9. 27. (а(х) =e 2+) нх, 
26. 
1 1 TRU ” я 
"m а=5, b PERS 28. Prin inducție după n. Pentru 7-1 egalitatea devine 
л) 22!:x42!-1 evident adevărată. Dacă fe ra o f(x)=2"x+2"-1, atunci 


n n n п Lnd nd : i 
fof of (072 ү(х)-2"-1-2 (2x 41) 2" -122"* x42 1. 29. a) Funcţia f este strict 


m+l-ofi 


crescătoare, fiind suma a două funcții strict crescătoare ( fi, f; : R — R, f (x) 2 х si f; (x) 2x1), 
deci este injectivà. b) f (0) - f (1) 21, deci f nu este injectivă. c) f(0)= f(-1), deci f nu este 


injectivă. d) Ecuația f (х)=2 nu are nicio soluție număr natural, deci f nu este surjectivá. 


I 
i = luti ică Vy e[2,4). x«—-yex!-yx4120e 
30. Arătăm că ecuaţia f (х) = у are soluție unică Vy e[2,+0) тээх -yx 


1(х)-у аге unica soluție 


ex- 


[2 2 _ 
y2 IA аа) e EE, 31. Ecuația 


Е 1 : 
x = +108, y) e Е, Ууе(0,ко), deci f^ :(049)9 Е, /7(у)- 20 +108, у). 32. Determi- 


пїт singura solutie strict pozitivá a ecuatiei /(х)= у, y є(1,+®) 


ИТНИ Р! 2 so, ууе(„+®), deci f^ :(1,+æ)— (0,+0), f^ (y) = 


„ыз зз. Dacă g(3)-a«» /(а)=3=>а=0, 2(0)-5-» f(b)-0— b--1. Deci 
8(3)+ g(0)- —1. 34, Pentru хє[,+®) f (x) є[5,+ю) = Im f =[а,+ю):> а=5. 35. Funcţia / 
este strict descrescătoare pe intervalul (—%,1] şi strict crescătoare pe [1,+о), deci а<-1. 36. Fie 
F"(4)=a3 /(а)=&= /(/(1)) şi cum f este injectivă rezultă că а-/(1)-2. 37. 
fef ly e /(/(х))=х, VxeRe»a!xtabeb-x, VxeR-» а-1 şi b=0 sau а=-1 şi 
beR. Deci perechile (10) şi (-Lb)e RxR cub eR verifică cerința fof=li. 38. а) 
TeH e f(x«T)- f(x), VxcR şi înlocuind x cu x-T obţinem f(x-7)=/(x), VxeRe»-T eH. 
U f(xen«T,)- /(х+Т,)= f(x), ERST +T, eH. 


Tema 1.4 Funcţia de gradul |. Funcţia de gradul al II-lea 


1. Fie дань /@=/(-)=о= rante pt 2. 9 


булос-(-19)) eG, şi (0,1)eG,noy, deci «(-у)=0 şi g(0)- -1 2 &(х)=-2х-1. 


| 
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_ 47-14 | 
b) G; Oy = {(о,1)}є б, si БОЛТ” КӨн. si 2(0)=1 => g(x)- 2x «1. 


1 
с) G; Оу = {(0, 1) şi (-3. ojec, NOx, deci «(1)- 0 si g(0) 7 -1— g(x) 2 2x-1. 


3.Avem — A4(L0)eG, Сс, Ох şi сит В(0,3) є б, \Оу=> C(23)eG,. рео; 


b-0 
f(1)=0, f(2)=3=> Lf 3>a=3b=-33 f()2 3-3. 4. ау -[-5-1] -[a2]., 


7()-1 T Г 7 
7(4)=7 / (4) =1 


dei а-2,8--1 sau a=-2,b=9. &m^-2«0e тє(—/2,/2). 7. а) I so. 
2т+2 


a=-5,b =-1. 5. Se impune condiţia Im f = [1 7]. Avem două cazuri | 


5 
m €(—,-1) (1,49). b) /,(1)-0-эт- Е. с) Funcţia f, este descrescătoare, deci тє (711) 1 


d) Funcţia fẹ este constantă, deci т-1.8,0) |x+1|=2]x| = x «1-2 32x x e rl . b) Avem 
| 3 


condiția x > 0 , deci xX? -4 =+3x = x e {—4,-1,1,4} г\[0,+) = (1,4) . €) „мае —x2-2 
x? +x-2=0 = 


7 
d) Pentru хє(-53)=>(3-х) +(4-х) esa, £(-3) ; pentru xe[34] 2(x-3) 54-х) =1=>хє[34, iar 


pentru x e(4,00) =>(x—3) +(х-4) “хан (4 «).9, a) ээ -2206 cd 20ex G3 
2 x+l x«l 2| 


x x«l -4x-2 1 х?-16 x-4 
жыгы -——————<0‹ —2,—— |u(t4o). =—>0—> 
x*2 х-17 (era) “| |“ 9 а) 5° 


= хе((-,0)0(4,+о))\{-4).@ (х-2)(х*-3х+2)=(х-2)(х-1)<0= x e oo (2). 


10. a) «Дара -5) ze А парад) -© X є(14)-эхє(2-1)4(12)/ 2-0. 
11. а) х-1є(—3,3) => x є(—2,4). b) Pentru x€(-5-1)21-x-1-x«42 xc[2,-1); pentru 
xe[-11] 2 1-x«x«154- xe[-Ll], iar pentru xe(L40)2 х-1+х+1<4=хє(1,2]. În 
final xe[-2,2]. c) x -1e(-11)2 x e(0,2)= x e(-2, 42) (0) 

12. a) x *2e[-L1] x e[-3i.-1]o Z ={-3,-2,-1} . b) 48-3 s2|x-3| 2 2]x-3| 502 x € {3}. 
[х+2|Е0 " (зарн 


2-41 ы F 


€) Cum xeZ rezultă că avem 3 cazuri: | 
|x*2|- 
EE * 41-29 13. Ecuația f(x)-0 nu are soluţii in intervalul (0,5), deci 


2m-250- тє (-,1]. 14. Fie f(x)=ax+b= /((/(х))) =а?х+аЬ+Ь= өзә]; agi 
b(a*1 a3” 


cum a>0 obținem a=2,b=1, deci f(x)=2x+1.15. xe(—4,2)^Z={-3,-2,-1,0,1}. 


16. Notând a = x^ + 2х obținem ecuația a+Ż=2=a=153+2xr-1=0>x=14VZeR\Q. 


„17.х,=2= e =2 = т= 4. 18. Punem condiţia ca ecuaţia /(х) = у să admită soluţii reale, 


n дахі -у=0= A202 4y-320 e| оо 19. Funcţia f este descrescătoare pe 


(0, 2) si crescătoare pe (2,4), deci Im f =[у„,+=) 2[-3,49). 20. а) Imt - /(R)- 


(рна) m/f fF.) 7(10+)) = 0+). b a»x-1. 9 /(т-х)= 
2 f(m+x)} VxeR«»dreapta x 2m este axă de simetrie pentru С, &»m-x,-1. 21. x,» 0 şi 


»?9: ест тє "2 8” 872 а 
f()» ac ++. Avem a-b+c=1, c-l, a+b+c=3=a=b=c=l, deci f:RR, f(x) = «x41. 
24. х,=1 şi у,-2-эан-2, b=3. 25. x,-2 şi y, 232 a4, b-72f(x)2x! -Ax 7 


=m -l=g(-l)= 


2. |y, -1e]a-1|l-1eac(0:2). 23. Fie 


т» f(3)-4. 26. х,-2-92-2-эа-4 şi f()=2=b=-1. 27. x, - 15 f(-1) 
-12m-iV42. 28. a) a «0 (m1) атт) = Im e «0o me( I.e. b) 


f()-2x -2x«3, iar Imf,-[y, 9) = BS! o) ing = {-Ы])=| 5,7]. d) 
mm АНЫ! f) Avem două cazuri 
A = -12т+4<0 3 

(9 
3 


A20 2 ) 


А -1 1 
`/(х)> 0, хей ете) sau m»0 eixtx- «oe тео). 
x,x, SO 


х,-2-27-1-2-эт--1. е) | 
Д т 


т+1 


To, 
xa = 20 
m 


Finalizare m e (0,+0) . 29. А=0:э1-4тЁ -0:эт-33. 30. (f»g)(x)- /(#(х))=2(х^-а)+а= 


=2x -a>0, VxeR, deci а<0. 31. Avem condiţiile a+1+0 şi 


A»0«»9(a -17 -4(a+1)(a-1)>0 eae in {ен 32. a) Dacă а=1 ecuația 


4x2 - 0 admite soluţii. Dacă а #1 avem condiția A <0 < 8(a +1) <0 & ae(—,-1). 
b) Dacă а=1 inecuaţia 4x4 2» 0 admite soluţii, deci nu convine. Dacă a +1 avem condițiile 


, а+1 
а-1<0,А<0<8(а+1)<0«›ае(—®,—1].с) А-0сэа--1.4) зүз ай-э дй 


эз, », ‚== -2-» mi, 2= ч 34. Funcţia f este strict crescătoare pe intervalul [x,, 49), 
a 


hs 
deci punem condiţia x,S1-a2 - 35. Funcţia feste strict crescătoare pe intervalul (—0, x, 1, deci 


1 ad 
Punem condiția x, 222222. 36.4) еы =җ+хҗх «т+1=-(2т+3) 2 m- Е 


12 


[| — M1 


N 
o 
„_ W 
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b) xj = € (s —х,)(х + х,) =0, avem deci două cazuri: dacă x, = X; => A- 4m «&n «5-0 
3 
> mah , dacă A =0=>т=-——.с) |n -x|- 12 +2 -2 217 4n +8т+5=1—>т=-1, 
d) x +l=x, Să *x,-2x *l--2m-3— x -—-m-2-5 -m!-2m-120-»mc--1. 
37. хіх, xp = хүху(х,+х,)=(2т-1)(т-1)=2т* -3m+1 cu valoarea minimă egală cu 


Aa x „38. x2x, = xx <> xx (x; – x,) = 0, dacă o rădăcină este nulă, atunci m = –1, iar dacă 


4a 8 


: 3 
rădăcinile sunt egale atunci A = 4m? -3=0 => m= +8 .39. xx, «02 m-1«0— me (79,1) 


40. xx, «0e» «0c ac «02» Az-b-4ac»0— x *x, şi xx, є К. 41. Cele două ecuații 
E : ^ : 


au cel puţin o rădăcină comună. Observăm că ecuaţiile nu pot avea două rădăcini comune (nu sunt 
coeficienţii proportionali). Fie a rădăcina comună. а? -а+т=0, a2-2a+m+10=0 prin 
scădere @=10=>т=-90. 42. 2а=х+х,=-2=—а=-1. 43. а) f(x)2y e y - x «y 


ЕНЕ т>пах/=2=7(1). 9 nSmin f -—- f(-1).44. a) 


Avem xi-x-12212x]4x,-12, deci HUNC. MEME EU 0, 
км DM xi-x-12 xb-x-12 а 
x * х, х 37 
b) ———À——— 4 ——À—— = 2. 4 2 = ——., с) Prin inducţie (completă) după n. S, =2eZ, 
xi-2x,-13 xp42x-13 x, х B тинен 


iar dacă presupunem — S,eZ, Vie(0,..,k), atunci — S,,--S,*13$,,€Z 45. 
1 1 1 AE 1 
zel Ар doi se E MS шш a iie soe =2 şi р=хҗххлу=-2, 
E 5 3 x ийт x, 43, s X + X şi p-xx--2 
deci ecuaţia va fi x!-2x-2-20 47. a-x*x,-23, iar 


хх) + хх = ух, (х + х,) =3Ь = 6 => b =2.. 48. Din a doua ecuaţie obținem x =} sau Ž=2, deci 
y 
obținem soluțiile (1,2) şi (2,1). 49. ecuaţii 


Adunând cele două obținem 


х244х-5-0-эх =l, X, =—5. Pentru х=1=> у= +1, iar pentru x=-5> у=+4/13. Soluţiile 


sunt (1,1),(1,-1),(-5,/13),(-5,-V13). 


Tema 1.5 Puteri şi radicali. Ecuatii iraționale 


1. a) {2 = 125 < 45 = 53 < а = ЧИ. b) 43- 435448 «8 8-148 < 15 = FEB c) Numerele sunt 


43 + Л 5- 
у А ve Şi ут сэн Уз : 4) Se cunoaşte inegalitatea mediilor 
max (a, b) > Ян 2 M 2 min {a,b}, a,b e(0,+0) cu egalitate dacă si numai dacă 
a 
a ЫГ, 
а=Ь Lum  a-42 gi b-43, deci з > 2*5. ue. 246 9/2. 
2 Мз + 4^ 


` | 1 2. [v5] -le»"ne[L2)e1£n«2", inegalitate adevărată | pentru VneN, n22. 


3 
3. а=\( (2443) + Ч (2- 45) =4.4. а(н 1) -2-14. 2e (sei) Aem. 


f este strict descrescătoare ре intervalul (-о, 2) şi cum 


5, Funcţia 


1,1 1 


1 
а 2.1 2-1 
| 23 E 145 
а аўа..Ма =а 2 ша 22g? eN. 
————— 


5 radicali 


142 «35 «25 /(1)> /(УЗ)> 7(43).6. 


Alegem, de exemplu а= 2, 


2 
7. х= 45-а *44*a > х2 =9+24/5 -а4+а = 45 -а\4+а = 


QA E 1 


24124252 = 2 КЕ 2 ? e(12). 
1,1, 1! 1 like 208 2m Y di 
ө. 1446)616..46 -6 33 isi t 627 26 71-6 7 ce. 


TNI OC 
10. Hr 2292 22 THE TS 
11. (V2 1) (42 +1)($2 «1)(82 +1)(%2 21) -(2 (92 «(42 +142 -1)-.-1. de unde 
cerința. 


1 1 1 1 4(Л- - 3 = 
жаал гаиле "Aw «(43 Чз)+..+(Ыоо 499) 9 


зз. Ja - 29 - 1245 -48-|р-((-5-3 -55- 3-(245-3) 45- (5-1) -45--41 
14. 7=5-х+3+х+зб=х-{5+х(5—х+{З+х)ә 57x Bex =. 


х+2>0 


4101-10,049...-э а, =4. 16. а) Condiţii de existență: 12 Ecuația devine 


x+120 
#-х-2=0—>х = 2, x, = -1‚ deci soluția finală este x = 2. Б) Condiţii de existență: | 23520 


Ecuația devine х2 -11х+24=0= х =3, х,=8, deci soluția finală este х=8. с) Notăm 
x+1>20 


. Ecuafia 
1-2x20 


Ух-ах0, deci а2-а-6-0-5а-2-»х-4., d) Condiţii de existenţă: | 


devine 3х2 -5x 20 x, 20, x; = 3 , deci soluţia finală este х=0. 


17.a) Condiţii de existenţă x > —1. Prin ridicare la pătrat avem x = 0. 
х>0 


b) Condiţii de existență „1. Avem x!-2x4120— x - 1 soluţie. 


Хас. 


м 5 х>1 
с) Condiţii de existență |. *-1+2-х+2,/(х—1)(2-х) 21 5 =1,х,=2. 


x2- 
d) Condiții de existență p Р 


. х? -11х+24=0=х, =3, x, =8 , în final x = 3 singura soluţie. 


е) Condiţii de existență x 20. /|x -1-32— x -9 singura soluție. 


T : 4х-4 
18. a) Condiţiile de existență sunt х44»0,х-4»0. Dacă notăm =a>0 obti 
V-a өх 


2 
asi. oa =3, a “үрэл =5, х, -- „soluția finală este х= 5, 
a 


х+4 
х-4 


b) Condițiile de existență sunt 200. Dacă notăm =a>0 obţinem 


2 
a +2. = E = а =3, а, EC —x-25,x- ES ambele soluţii sunt bune. 
a 


19. a) Condiţii (x+2)(x+3)20, iar ecuaţia devine x2+5x-6=03 “=l, х =-6, ambele 
soluţii sunt bune. 

b) Condiţii x+220,x+3 20, iar ecuaţia devine x? 4 5x-6-20— x 212x,2-6 singura soluţie 
fiind х=1 


20. a) Condiţii x >0, х + 1. Мойт FL $i obtinem PE =2, йе] 
х+1 а 2 2 


b) Notám x!*x-1-a20 si ecuaţia se scrie 
Va *Ja*3-32a-lcox +х-2=0-э x -1, x, --2. 


с) Condiţia de existență este х> 0. Мойт —— 2a»02a41.19., -3,a, эв Решги 
2+ух a 3 3 


2 
a=3> m , iar pentru a-i-x-l. 


21. a) x - 7. 

b) Yx- заа *a-0-—a-0-x-l. 

с) Ecuația se scrie 1-х = (х+1) = x! +32 e 4x -0— x - 0. 

d) Ecuația se scrie х+1=(1- 2х) = 8) -12x! 7x 202 x - 0. 

22. a) Condiţiile sunt x 21, х+8> 6/x — 1. Ecuafia se scrie (bi -3) -1-93)-17,Х,-5. 
3 


Ух-Ї-гэ0-» 4(--3) + (i -1y -3-1-34г:-1-3- 4-1, 5712-2, Sm. 
24x -1-3, x e (5,9) 
23. а) /(х)=|/х-1-1+|/х—1-2|=+1, e [25] 
3-24Х-1, x e(1,2) 
Deci f(x)=1< x e[2,5]. 
b) Im f =[1,+0) = те, +оо). 


24. a) /(х)=|/х-1+1|+|/х-1+2|=2/х-1+з. 
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peci /(х)=3% x-1. ЭМЭ? | 
p) im у =[3,+0) si cum feste strict crescătoare rezultă că ecuația f (x) = m admite o singură soluție 


reală, pentru orice m e [3,+о). 
- Funcţia f :[0,+о) э R, f (x)= Vx + Ух este strict crescătoare, deci ecuaţia f (x)22 are 


ia unică х-1. 
poa se rezolvă şi celelalte ecuaţii: b) x =3, c) x=1,d) x=1,e) х=8. 


6. Ecuația se scrie (1-1) + +(/у+2- 2) -0-эх-2,у-2 cu soluţia (2,2). 


27. а) Condiţii х+2>0,х>0. 
Inecuaţie devine x! -x-2»02» x e((7,-1) u(2,*)) ^ [0, +0) = (2,4) 


b) Condiţii х+ 220. 
Pentru х<0 inecuafia este satisfăcută. Pentru x 20 inecuafia devine x!-x-2x0—xe [0, 2]. 


Finalizare x € [2:2] . 


c) Inecuafía se scrie 2 -x° 21> xe[-Li]. 
Funcția exponențială şi funcția logaritmică. 
Tema 1.6 Ecuatii si inecuatii exponentiale si logaritmice 
2 9 
1. a=16,b=3.2. a=0,b=2,c=27 3.9) b) 2; €) riii 55) 18 
4.4) 4<5<8= 2 <108,5<3; b) 8<9 3 <10р,9; 125-128-»3-:108,125«108,128-17108:2. 


+2 
108;18 log,2*log,9 — a+2 :5) log,20- 1 :d lon. 45-2 
log,12 1log,4-1og,3 2a-41 1-2а а+1 
4) log 64. 1082160 lo 3laged log, S өрө 2300. deoarece log; 5-1og;3-log, 5 = ab : 
5277 lg,6 log; 2 + log, 3 1+а 
IRR 1 , nix. 
—* Itc -Inx = Н 
log, x; d) pis nn +1) 8-1 
123 998 228 1 h do X aus alis 
zlg| —.—.—- SL |-11g——--3; d D=— —-- log ; 
ын 26 3 4 7 999 1000 1000 п+1 1022 п+1 
е) E =1ор 2 +10813 +... +1091 10 =1ор10!=1. 


7. Dacă peN, atunci [166] = p © p <lgk < p*1€»10* < p x10?" —1. Suma din enunţ este egală 


5. a) log;;18- 


+1) 
6. А -1 1+2+...+п EN a n(n 
а) og, x 2 


2007 
cu 2008-9. У? р-10° = (20r 1o — 2008-10?" +1) +2008. 


р=0 


2 
8. а) | (225) шах (4+?) iSi! + 0270) 0), 072 se Г" 
3 2 3 


d! ЭЕ вен? 2-2] = ab €» а? + баб +9b? - 12ab < (a- 3b) 20€» a - 3b. 
245 243 

9. Se impun ilie de existenţă; obţinem: а) (2,0); 5) (o); с) (—1,1); d) (C222 B; 

€) (—,3) (4,0) ; f) Ж\{—1,0,1}. 10. a) Avem f(x) = х(1+1ор;2), deci f este funcție de gradul I : 

strict crescătoare, deci injectivă; b) Analog, f(x) = x(1— log, 2), este funcție strict descrescătoare. 

12. Se inmulfeste relaţia log,x+log,x=2log,x cu log,a şi se foloseşte a doua formulă de au 


| 5 


— ar € P]1—————— — - 
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probabilitatea cerutá este 3 -2 . 27. Trei dintre numerele f (0), /(1), f (2), f (3) sunt egale cu 0, 


К 4 1 
iar al patrulea cu 1. Sunt 4 cazuri favorabile, deci probabilitatea este y = F . 28. Sunt doar două 


funcţii nesurjective — cele constante; deci sunt 2? —2 = 30 de funcţii surjective; p = 3 ; 


29. а) 9; b) 4х4х9° 216.729; c) 4 =6!=720. 30. а) C; 256; b) C2 -45;n-10; o 
C? =35;n=7 ; d) CÈ -CÌ =100.31. a) 4 =28; b) 4j =120; с) 5* = 625.32. a) 64; b) 9; c) 16. 


6 243 4. C? 10 36 
32; f) 2-С2-20. 33. a) —; b я Б ars aj 23. . 
d) 125; e) 32; f а) р ) ) 90" 4) С), 7120 е) Ts p 48 


3 
PLI 34 эв 27. 
3-1 63 10 - 36 


Tema 1.9 Vectori in plan. Geometrie vectorialá. Geometrie analiticá 


1. În triunghiul АВР dreptele BC, PM sunt mediane și N este centrul de greutate al triunghiului, 
deci M, N ,P sunt coliniare. 2. Fie O centrul paralelogramului. În triunghiul ABD dreptele 40 şi DE 


sunt mediane, iar F se află pe mediana din D la 2 de punctul Ё, adicá este centrul de greutate al 
AABD. Deci ЕєлО-АС. 3. M 
AN 


4. CE = CB « BE =-5АВ-АБ=а=-1 " ES 


5. AC+BD= (45 + DC) + (вс + СБ) -38С-» [ac + BD) = 12.6. Din teorema bisectoarei avem 


28 E: ЯВь ЭН dE aei dei 7. AN + BP + CM = 1(AC + AB) + 
AC DC 4 7 7 7 2 


liL = таак 5 122 a l LR 
3 (B4 € BC) «(CB « C4) - . 8. Fie O centrul paralelogramului. MO (Mi« Mc) -- (MB « MD). 
de unde cerința. 9. Dacă С este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci 


0= МА+ MB + MC =3MG , deci M=G. 10. MN=MB+BC+CN, MN = МА+ AD+DN şi 


adunând aceste relații obținem MN = 1(5€ + AD) . 11. Fie С este centrul de greutate al triunghiului ABC 


şi G’ este септш de greutate al triunghiului МАР. GG - (ОМ « GN +GP) = 


W iss 2— — gui iud 2282 и eet 
3168-3208) (102.260) (10.209 - l(cà «G8 « GC) -0, deci G-G'. 12 
ШЕ 3 3 3 3 3 3 


Fie G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci Ò = HA + HB + HC =3HG „deci H=G de 
unde rezultă că triunghiul ABC este echilateral. 13. Fie Е piciorul bisectoarei din A. Din teorema 


bisectoarei avem dB a E. = 2 > АЁ= AB = LJD, de unde rezultă cerința. 
AC DC c btc р tc b+c 


c 2 -13, dO Re ЖЕ ЖЕЛЕТ > ЖШ С, "е ЖЭ ЭМ, 
1 
47 + 225 = = 4306 , deci Me triunghiului ABC este egal cu 18 + 4306 . 15. a) Vectoru v 


6- 
= b) Vectorul 
t teste de forma Y= a(4i 3j). aeR şi cum |= =|д|дї+3]= 51а 6=>а= tg u . b) Vectoru 
сїз 


- саша! este de forma v-a( 3i 4j). aeR si cum 18 4 - 51415 ЕЮ 
у 


1 ij laturii BC. 
25 3 = -1 газ 3. 1 7. а) Fie D mijlocul 
16 т, 


дйн pi 37-29. 
= (4) +3 -5,АС- 
"ESL 4C - 4B = -3i- -j236- Bi 8C) (71-47). 18. AB = (4) +3 


i i di . Din teorema  bisectoarei avem 
2S +12? =13 Fie D piciorul ан din 4. Di 


13 2 ubl! 

ав BD L5 AD LAB 2 AC = L(-2i«997) А] --- 272 «99! . 
АС DC 13 DT 1+2. E 
19 4B- AC = АВ: AC-cos A-10. 20. Fie Q(x.»)- MN(-41) -ОР(-1-х,2-у)-эх-3, 

iso). 21. i-e -a-) «12-1228 22. u-vem(m-2)-3- 
” | uv 1-3+2(-—1) _ aka изу basbCD _ 

.coslu,v) = ora = = Fr. 

02 m-3. 23.cos(u,») = E Tae = PIE Jis Pad 
1 аг! ar^ eame 25.Fie Эр = xi + yj . Avem condiţiile 
27|aa-» -а +1 |а=2+У3 

AD 1 BC m TE y-oa- Ч) 26. 1-у-5-24(-4) 3«0-эсепар. 
== + у= ын , 

и | 1. 5 


= AC) =3j 2 4D-3 . 
27. АВ = AC =5 => ДАВС este isoscel. Fie D proiecția lui А pe BC. АР= 28+ 20)= j 


6 2 [3D « AB| - v76. 


: 
Jom 7 
—3 r 


28. 4D. Б? - (4D AB) = AD? + AB? +2АР- АВ- соз А=36+16+24=7 


BA- BC 1 in opu 1 A un 
= — = mnoo = Бан . 
тий с 7 кыл 
H 2 “үе lullwcosUusv)7 
зо. 4б=ЩАй+л©)=-[(7-3ў+ (-2- -3)|--7= 40, 2.31. а) uv 
-6 


zu 
9) Pe E 9 cosmar): 


33. Mijlocul segmentul 


- iatc i AB, atur 
AB este C ( : 4) panta dreptei AB este map = 1. Dacă d este mediatoarea segmentului 
е ——.— 
2” 
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51. (4(-40)=d,nox şi {в(о, 


: -1 
Fie С(х,0)-» Тас ` Map = 1 (-1)--1-э х=0=> С(0,0) А 


ыза, jos, p si 


35. M este mijlocul segmentelor АС şi BD, deci 1= 


a 


=1+ 
1= ‚-1= = ў = D(0,-1).36. Fie М(х,у) => АМ(х+1, у+5)=2 AB(3, ou! 3| 
5 


5 5 
37. qe -6y ? = ju? +(v- 6) = ((и- 12) + (v- 12) >u=7v=7, deci M(7,7). 


38. d:y-5- т(х- 2), unde рама dreptei d este m=-, deci 4:х+2у-12=0. 39. 


4:у-2-т(х- 1), unde panta dreptei d este Ec deci d:x+y-3=0. 40. Fie D mijlocul 


segmentului [2c]. deci D(2,1). Mediana din 4 are ecuaţia 
У- Ул = там(х-х,) > Ар:4х-у-7=0.41. АВ(-4,2)|| CD(3, a3) -22үэа--3, 
+ 2 
X, Xp X + уз + 
42. хо= 2778720, «== 16 > C(2,-2). 43. BC:x* y-1-0, deci (A, BC)- 


“Тал уул 3 1 1 ч 
"Ane C x 44. Ханс алин шаш: 45. Fie 4 dreapta căutată. 


Mg My => mp =2>d':y-2=2x-3). 46. Fie d dreapta căutată. my «m, з-1:5тү5-3-» 
4:у-2--3(х-1) 47. Punctul C(-1,2) este mijlocul segmentului [48] ‚ panta dreptei AB este 


egală cu  -1.  Mediatoarea segmentului [4B] are ecuația d:x-y+3=0, deci 


d(M,d)= ea um 48. mu Pm Кету+3=-А(х-2). 49. Punctul 
4(-201,0)ed, şi ешп  dreptele d şi d, sunt paralele, rezultă са 
(аа) абд) 903415. s sona 2. 50. Avem trei cazuri: 
4(4,4,)-4(4,4,), 4(4,4)-4(4,4,) sau 4(4,4,)-а(4,4,). Fie A(-21)ed, şi 
8(-43) є,. Cazul 1. d( 4,5) e (A45) E641. [68a 


5 
[-12+12+2|_]-12+12+а| 
TT оны — > 


=а=4,а,=0 „dar a=0 


nu convine. Cazul 2. а(В,4,)-4(8,4,)-» 4,72, а =—4 , dar 


5 
4-2 mu convine. Cazul 3. 4(44,) - (5,4) S 7881. I2 ral a a si, 


-2)-4,n^0y, dei d -AB'x-2y*4-0, unde 


B'(0,2)-sim,B. 52. Prism cM 2-2b- Р т т-2 3 
Ox РИ. 2,b=3>a+b=1. 53. E 54. 


zle 1 7 
"s 2 2 хишиг! 55. а) АВ:2х+у-1=0 de unde cerința. b) Aria 
triunghiului АВС este egală cu |2a * b -1| , de unde cerința. 


. 1 _ 1 = . 
аур (95) р i-o. за, а) Fie d dreapta căutată. Та = mag =-1=4:у=-х. b) 


b) cos? 4- cos 2? +...+с05179° = со510 + cos2? +... + со589 + соз90° — cos89 — cos88" —...— cos? = 0 
4 Ec Уз кк — E = 2sin109 с0в109 «> 
' 11109 со510° 2 2 
sina +cosa l a3 
; 0 %) = sin 409 i devărată. 5. а zx e ә з р 
sin(30 +10) sin 40 egalitate  adevăra ) "m TÉ ) 
43 


Тета Trigonometrie. Aplicaţii ale trigonometriei şi ale produsului 
4.10 scalar în geometria plană 


a) S = sin210 sin? 20 +...+ sin? 449 +1 + cos? 440 + ..rcos?10+0=44,5. b) — P-sinf?. 


„sin 20 -sin 2011 =0, pentru cá sinl80? 202. а) 5 = sin? +51029 +...+5їп180° + (-sin1°)+ 


(-sin2°) +--+ (-sin180°) =0. b) Р=соз1°-со2°..... 
218449 -tg45° -сї 447 -crg4% -...-ctgl =1. 


cos2011° =0, pentru că cos90=0. 3. a) 


0-2" 246899 -1617-4627-.. 


mo m 2 
280 atl 35m +0085 9 1.302513 6. a-tg(78 -18") - 3, b=sin(108° 48°) - 37 
cos?a cos a 2 


2 
7. зїп409-зп1409=зїп?40=соз'50° -(—cos130"| =с%°139. 8. а) 


1(нп90°-+зш609}= 2+.) сог227-ы 7. = Ца (Er (28-21 31 
2091290 +5160) = u dau Заг 12 12 12 12/] 4 


sin 75° соѕ15° = 


4 12 12 2 


inl Z |-sin D uu -V642 9. бытаан sin pain dina id sin аасы, 
12 4 4 4 2 2 


. 24 
11. a) cos? a -1- sin! a =т= = cosa = 2 => sin2a = 2sinacosa c - b) tga- 


" 2 
sin? x + cos x 
den SA e ra 

sinxcosx 


12. cos! xc 1-sin re 2 созх=-+. 13. tgx +сірх=2 > = dee 


1= 2sin xcosx > sin2x =1. 14. Doar numerele 0 şi - din mulțimea А verifică ecuaţia, deci 


sin x — cosx sin x —cosx 


(m 1 1. 
дов = С05 Х — -esn 
"t | 42 1/2 


| 8 - ; 
pătrat obţinem sin? a + cos? a + 2sinacosa = 2 = sin2a = 58) 17. Ridicăm la pătrat fiecare egalitate 


probabilitatea cerută este 2 15. = 42.16. Prin ridicare la 


: . i 2 p=? 
şi le adunăm, deci sin? a + cos2.b + 2sin acosb + cos? a +sin? b + 2cosasinb 


18.1- tg(a b) = 2995. — tgp цааш ал 41 


? -3 : аж 
2sin(a+b)=- 7 > sin(a+b)= 1+ tea: tgb 


л 
1+ cos— / z 
ses 2442. 20. sin2x- 5(ёах+ыї3х) = sin 2xcosx — sin2x = 0 sau cosx =] 

2 


19. eus. = 
8 
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вур 

т 4 А аниа 
=хејоя). 21. ріп formula lui Heron Sac =12=9 >r =7. 22.4) 5,8с ME ERE =6 643. 
b) вс? =36+16-2-4-6-(-1]= 163 Рәс =10+ V7. c) BC =2R> R= NS 
2 sin А Л i 

20» 2 , 
23. sin? A + sin? B = sin Coat az am ља? +? = с? = triunghiul АВС este dreptunghic 
cu ipotenuza c. 24. cos? А cos? B = 2соз° C > (1— sin' 4)» 
(1-sin? В) = 2(1- sin C) > iu ae ET ы л аах sage зай. 
D! 482 4R? 
л л л л я. л -/2-46 

25. - -|-94с||/Э-008-008-4810-5850-5-----. 26. BC-2RsinA- 
cosC eds (5 3) Tal "mai Я sin 4=6. 

NA 22 
27. cm pc „єз 3. 28. a) авдаг ETE аса ш1825 
2 2884 ,43 2с 24 3 

2 

AB - AC - с:Ь.соѕА =8. b) н.да, d 55 2 2-3. : 
9 3 2sin 4 235 245 

3 


29. a«c-2b—2Rsin A+2RsinC =4Rsin B = sin 4A+sinC=2sinB. 30. аїзїп2В = 920 > 


2a! sin Bcos B = 42511 2 


= acosB =c > cosB =E > triunghiul ABC este dreptunghic. 31. Fie O 
a 


centrul | dreptunghiului. — 4C-102 40-5. 5р =48 > 5,05 =12= 20:40:90 _ 


=sn0-%, 32. АС =V AB? + BC? -24B - BC -cos B = 416 . Aria Soe 
6/3-4С: 1243 12/6 


7T. hi 
Qj УУ 33. = 6/6 = —— min. i ei. 
2 dms Aria 5,6с-6 5 >h 34. Fie a cea mai mică 


min 


. 25-sinO 


catetă, deci laturile triunghiului sunt а,а+1 şi a+2. 


(a+2) -4 +(а+1) => а -2a-3-0— a -3. Deci triunghiul are laturile 3,4 şi 5. 35. Prin 
ridicare la pătrat avem 1+ 2sin BcosB =1+ 2sin CcosC > sin 2B =sin2C > 


. 2B-2C 2В+2 

2sin = 0322 + C ii? sau B+ C =. Dar triunghiul ABC este ascuţitunghic rezultă 
că B- C.36.tgC - tg(a - A-B) = - 1*8. „| C 57. 37, Triunghiul este dreptunghic cu aria 

1- tgAtgB 4 
2 228 2 
S=6=p.r>r=l, iar ва. 38. Fie A unghiul obtuz. дал Vent D E 
2 2a(a +1) 

<0= а? -24-3 <0 >a e(-1,3)^Z - (0,2) . Singura soluție este а= 2. 39. LP RS E E 
Ол л л л л 4л л л 

-——* CM E II * Pe эе -——— * nd Айн POR 

39: с) 6 ( ЭХ, y +arcctg( V2) л arcctg( 2) = 2 ; e 5 (х 3! 40. а) 


Р í . А ss 3 | 2, 
sin(2arcsin$) = 2sin (arcsin 3)eos(aresin 5) = 25 1- 25 


. .SiY 67 "WE: 4 49, nol lb. 
b) cos zarcsim 1) = 1- 25i (игез) =; 2) «Аит 2 ws. P 
л 


216 (агсїр 3) 6 | 5 E 
41 1. = 2869 а. а) хє{—,——); b 
enses) 401-9: e) tg(2arctg 3) 1-tg(arctg3) —8 6'6 4 


+Ь=1 


> i a 
хє ЁС +2kr\ke 2| ; с) Dacă notăm a =sinx si b=cosx obținem sistemul | n ia 


! 1 л\. E m : = 
soluţiile (L0) si (0,1), deci sefu]: d) х=л-2=20; е) 2sinxcosx=cosx= 


кл . 
cos x = 0 sau inrer xe(rikez] od) ДХ 


2x e ba PE ,-2z E c [-22,0]2 


л m 
—,3л+—; 
+ л | 8) 4 


л Л 
M bcm 
p EE л 


7 : ДЭРЭН Р УЛ е саг icol 
see onm. a) ах e 5 (82) (s 6 , deci mulțimea 


1 1 л | 
ii este =-= =-—= --4Кл|Кєй). d) Dacă notăm 
soluţiilor R. b ХЭЭ с) tgx el 5 | 
3 m 
a - sinx e[-1.1] , obținem ecuaţia а=2-а? >а =1, o, =-2 în на xefZ+2kr keZ}. 
1 
e) arcsin — = —, dec Жан 


bha 


Partea 2. ALGEBRĂ (clasele XI-XII) 


Tema 2.1 Permutări. Matrice. Determinanti 


дїї & з o ETETE Lis 
1997715 32-41) "(3 4 125) 99 762.9) 0,2 (1,3), (1, 4), (3, 4); (су 


41325 
12345 


з 4) (412 3\1 234 1234 
ао ета 0 
3456 

4235 


=1. b) ан Jokes 94 | mino ae 


1 
2m. 
с) x=0 ( 


- Nov N 


| E b) m(o) = m(o !) = 7. с) х este pará, Vx e Ss, се impară > х 


+0, Ух є Se 5. a) x a b. b) a-f, т |] > *=5.д Cel mai mie numar N* 
2345 1 peN* cu 
b? =e este 6. Dacă k =6c+r,0<r <5 ,atunci o* =0%:0” =0" .Са urmare, o^ - ec» o^ =e cs , 
-20«»k-6ce»6 |k.6. a) Da. b) Prin calcul, a* = b* = e. c) xb! = ах € axb? = ах <> axb’ = x e 
axb* = xb €» ах = xb. O soluție este c. 7. а) т(0)-4. b) |A| = 5. с) o este pată 25 0" e pati, v 


eN*. 8. a), b) Calcul direct. 9, ТАРЖ zd (0 3a + 4b 


a*4 5416 5 19 | Rena а= 


1 0 1 2 
b-3— А=В. 10. АВ- = : Е i 227. y? 
10 Ё J BA Р | deci AB-(BA). 11. Х?=-1,,Х?=-Х, 


X'-hLoX-X-X'-x'z0O, -Х-Х!-26Х" 9-0, 12, НТ Ч deci 


2 10 55 2+5а 10 2 10 
Х-Х e | 13: АВ = a А м-| ) deci а-0. 14, a) 


2 a 5а+2 
4-0. M (h-A(L*4*4)-L-4 -1-0,-L. 15. a) Se obține AB-(6) si 
-Ñ -F —3 
baa : | : - 5) (BA) = B(AB)( 4B) ...(AB)A=6" BA . 16. Fie А-(а,),8-(5,) 
n-i 


a) tr(a4)= $ aa, =a} a, = atr(A) . b) tr(A * B) - Y (a, +,) 2 tr(4)-tr(B). 
i=l isl i=i 
17. Calcul direct. 18,  Inducţie. Р(2) :4^-t(A4)A, adevărat din exercițiul anterior; 


Р(п)-»Р(п- 1) галч! = 4" - A - (tr(4))^ 4? =(tr(4)) А. 19, де(4?°?у = 0 = dei? = 0 => 
det(4) = 0 => 4202 = ym 4 = (4)?°!? = 0 — tr(4) =0 А2 = &(4)4 =: Озо алана. 


1 3 
5 № cos sin T cos "7. sin 7. 
21. 4-2 21. 3 > 422 3 54235. ун | 
У 1 = con ssi m Bos Z ? 
2 3 3 3 3 
4 -8 


22. Fie в=4-1,=[| b => B'-2B- B'-2" . B. Apoi, A = h + B > A" = ( + By = 


ч л las 1 T "3-1 
N mp =1,+ў С121В-1,4-8 УСі2* = 1,+-В[0+ 2) - |= +8: . 
1 3,07 Fai 2 м 2 


2 14 


0 ! | 
2 : 0 0j, М? =О,= M"-0,n23. 24. А=1,+М,‚ unde este matricea de la 
M = 
3-7 (000 
1 -n п(п+3)/2 
Р n. n = 1M +C?M? =| 0 1 е} 
m terior. Rezultă cá A =(1,+ М)" =1,+С„ 5 
exercițiul ante Ж | 
fie Хо solutie. Rezultá det(x?) 249 det(X) -49-» det(X) - 37 . Distingem cazurile 
ie 
P 2 о 1 12 Ч шэн 
р ав(Х)г7-Х -4(Х)Х671 40,251 , (| 7 


шоу хэнд x-(5 H > tr(tr(X) X) 216 tr? (X)=16 > tr(X)- 4 > 


8 12 2 3 
se jenes | 


1 12 7 0 _[-6 12 2 E 


Cum Хє М, (Ҝ), nu avem soluţii. 


ыг ийн i ak ү Di litatea 
26. Fie X o soluţie = х}; ех e. Fie xat |. Bh egali 


(a+b)+(a-b)  (a+b) -(a-b) 


1 a b du 2 3 - 

шини d, eram а) ин? ЕС (asbl aD) 
3 3 

: 3 3 3 384(а-5-41-» а45-13,а-58 
=4а+ 6 + (a- bf =2 şi (а + bf - (a - by =4 => (a + by =3 şi (a-b) ! 
3 

зоро QST j- 27. Fie X o soluție = 4е(Х%)=0= det(X) 20 

2 

4 6 3 =] = 

det(X) = 0 2 x-w'(x)x > а i > шиг(Х)Ху-! > '(Х)=1 > 

4 6 БАР DR MM 

tr) =1 > i ЭГ 28. а) 41-34-эа-3 b) А-А = 1 1 = 2 1 “la 0 
(4-АУ--1, э(4-^} =. 29. Din teorema lui Cayley | avem 


Я tra 
4 54-21, = O, > А -5A- I, = I, . Determinantul este egal cu 1. 30. a) Da. b) Vom demons 


Prin inducţie. Cazul n=1 este evident. Cum 4^ -34«21, =0, si В? -3B +21, = 
Obinem 42. gl. = 3(4-8)- (2 -1)(4 — B), deci cazul n=2 este adevărat. Presupune 
p -3ap" + 2p"! = О, Li 


О, , prin scădere 


m cá 


afirmaţia este adevărată pentru n—1 şi n. Din A" 34" + 24" =0, şi re 
Tezultă succesiv An " p" =3(4" -B')- 2(4 -B )= 


b 


RAATCARAATIF А MA1 


N 
юэ” 


(3(27-1)-2(2"5-1) 4-8) -(2""-1(4-8). 31. а) 


no зе ” 
€ vpeZ,B- 
= 3-р, 

1 2 | 6l? P 


-1 2 2 е 
Е! ) 2 2 ( ;) = det(44) 281. b) Сасы direct. — 32. 
2 


2 2 -1 
- 


4) 


det(4'4) = det А' det А = (det л)? 2 0. Б) Prin calcul obținem 4-A = А'. A ac bd = ab +са, de 


-i -1 


3 
unde <(a-d)(b-c)=0 зз, а) дв(4)--4 5 zl 3 1 şi 47-4-21, за, 


-1 -1 3 


ке NM) m 
No æ e 


2 
det(4)=2. b) 42-11 
1 


а) 


şi 42-4=21,. 35, а) Calcul direct. 5) Folosind binomul lui 


л : b А 
Newton rezultă (А+В)' =л" +в". 36. а) A* =A, b) Fie 8 2) Din ВЕ -EB si 
c 


BE,-E,B rezultă b=c=0 şi d=a, deci B=al,. 37. a) Se arată prin calcul direct. b) Se 


2 = 49% _ 
Л л 
Sin— С08-- 
2 2 


demonstrezá prin inducție. с) A= 


sin 1004 т cos1004 л 


1 0 0 
42.4) У,-4а b-a с-а|-(5-аХс-а) 
а? 2-а? с? -а? 


1 


б+а с+а *(c- b)(c- a)(b—a). 


1 0 0 
43.A,-la b-a с-а -(8-аХс-а) 
а yg gog 


(с-5)(с-а)(5-а)(а+ь+с). A, = (c-b)(c-a)(b-a)(ab+ bc + ca). 


1 1 
B+ baa? c! +са+с? 
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л ол 
цаг -sing ЭРЭН боох 
74) 


T 1 : cb 3 5412 12 
^s 9-16 39. (+) -0-4/)-4 7-4.40. 10 -2 4411 3 s --18. 
l1 1 Si 1-3 
х-3 x x х-3 х х x-3 x х -3 0 0 
х x-3 х]=|х х-3 x -(3x-3) x x-3 31-3(х-1)0 -3 0- 
хоох-3 Ёх-3 3х-3 3х-3 1 | 1 111 
-27(х-1) Rezultă x =]. 


- 38. 


41. 


Cum 


a 1 1 11 1|]r a рр 1 
9 4. b B= a b c = a b cl+la b clla b d= 
Ё a'+2a+3 D42b43 C *2c3 а B ал” 2d] 13 3 3 
5 111 pag 
5 -44-2 b cl+3la b С|= А. c) Fie punctele X (a, f (a), Y(b, f (5)), Z(c. f (c)). 

x a b c h 1| | 

m 

218 


a “ | 
3 
а-а b-b с-с 


a b c 
3 
а Б с 


а Ь c 


f(a) РЫ) /(с) 


144 _ 
, b c|- 6k k e Z. Cum Soz = | B |= So; =3)4. 


b c |-6 |a 
, Р 
Pi 6p, © | Р, Р: P -— u 
0 Y А =0<-2х-у+б=0. 46. 
4 1|-0, deci punctele sunt coliniare.d) 4C:|0 6 1=0< y 
ши! |. 48! 
-1 8 
1 
22d i 1-1, aria este egală cu —. 
В:|0 1 1=0=-х+у-1=0.6) А-1 2 1-1, 2 
АВ: i 
Е 12] 2 
= = = 0 saua 
X (S ai elArp2 © |a+ 22265 а+2=+0 фа 
47. А=|2 -1 1-24а:, S,c 2 
3 а 1 
7 
er ini -0«a--... Cum -- ez, 
48. А=|1 -1 1-44а-7.а) Punctele suntcoliniare сэ 4-0 & a 3 1 
= —4. е = 
1 
а a+3 эрт 
= in calcul 
i i Bar? oe obținem а=-3. 49. a) A-|3 5 1|-0. b) Prin 
rezultă cerința. b) Din “Эрээн 154 


1 = +%, 
ij i BC. 50. а) Cu notația J х=д+х, 
sau observánd cá punctul D este mijlocul segmentului BC. 50. а) 
. ' = 
14 2081, Y (ар-ар zo. 8) Dm dela) 


Уа Stil з) 


prin calcul avem det(44')= ~ 
ОР =а,і+Ь, j, k= iniari. Concluzia 
i,j€(1,2,3), deci vectorii OP, 2a, i * b, j, К =1,2,3 sunt colini 


rezultá ар, за, 
rezultă. 


Sisteme de ecuaţii liniare 


Tema 2,2 = -a43, avem A inversabilă o aeR-(3).. 


1.4 este inversabilă <> det(4) + 0. Cum det(4)= ve hers 
Е 1 e. p [ĉn i и 4 á 
2. det(4)-22920— 4 шусгзаы  47- ind A; A B bn) 8=2; б 


1 
: 2 E РРР 
dad C 2 3. det(4)=-5 *0 => А inversabilă. 4 = 


7392 3 


Р -1 2 -3 

6, 5, б, $ =]; 6, 7-2; ул йл = 3 -1 4 

416, ба a| б„=-3; a=b; биз : 510 o 5 
бу 55 55) 4.30) 85=0 бӊ=- 


7)-det(7,) 21 = 4е(А) =+1 
4. „зэ“ АТ e ML) = det(A”) e Z , dar det(A)det( С!) = det(1,) 


bias. 
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„<=“ dacă det(4)- +1, cum 4" = det(4)y A => А! = + A" Pentru cá 4e M Z ‚ы 
( (А)) п = 


4 еМ, (2), deci 4С! € M,(Z).5. det(4)=- 1 = 0 > A inversabilă, 


ј і T улан z=Â:. Cum A = -131, 
pe care o determinăm cu ajutorul formulelor lui Cramer: x = pri y AC A 5 


-Ly-Lz- 14. Notăm cu А  matricea sistemului. 
А, 7-31, A,=0, rezultă х=1,у=1,2=0. o 


1 $. n ó,]5,-0 6,720; ô =l 0 0 1 гй d 
"= 4; A= 29 5, б, д, =1; ðn =0; 9,-0 > 41-11 0 0 - Alternatiy i si C Soluti dată d 
' 2 - det (4)=A =1270, deci sistemul dat este Cramer. Soluţia este dată de 
den à; n )9,=0; 6,-1 à, =0 010 A=| -1 A = eu) 
1 
observăm că А? = ,, есі А”! = 42.6. det(4)= т? +5 > 0, deci matricea este inversabilă. | 
Е хе ЛЕ, ул TE ATEN А. 360,8. 38 Sia хэ-5,у-5,2-3. 
17 16 16 3a+b 2а 2а formulele х= Д А А х y 
7.a) А «|16 17 16|, a4+bl,=| 2a  3a+b 2a |.Pentruca А 2 aA bI, este necesar 15. (53,2) - (11,2). 16. (x,y,z)=(-1,2,0). 17. (x.»,2) 2 (2,2) . 18. (х,у,2) 2 (L1,1). 19. 
16 16 17 2a 2a 3a+b 12 | 
Cum det(4) = 0 şi 3 un minor: A, = 3 je = rang (А) = 2. 20. Rangul lui A este 2, pentru că 
иа н de unde obținem 4-8:-55--7, b) det(4) 27 «0 = А inversabilà, 
21548 2 -13 $ ai a 
РР 2 7260, iar рогдар! lui A, sunt nuli: 2 4 0|=0 și 4 0|-0. 21. Considerăm 
EE | LE -2 5 -2 ‚ Alternativ, 4?°-8А=-71, deci 4 --- (4-81). P 2 6 2 6 6 2 6 
Чин) -2 -2 5 ET py 
1-00 m. jen. Bordaţii lui A, sunt: A, 2|4 0 a|-8a-32 si А, =|4 0 1-32-85. 
. эв» ans. d 01-10 4 523 52b 
8. а) det(4)-21*0 = А inversabilă. А = .A*- ; 9. а) Мойт: 
nnd en Pentru ca rang (4)=2, trebuie ca A, = 0, А; = 0 >а = 4, b = 4. 22. rang (4) 22, deoarece 
00 0 1 
12 1-1 ИЙГ =3#0 şi orice minor de ordin 3 este nul, având două coloane egale. 23. det(4)- —m 42. 
44 | sa ‚ Observam еа det) - - 2034 inversabilă => 347. Cum А. X= В, 12 
1 0 m : 
Ч i =- te cel puțin 
i =2. Este şi suficient, deoarece - 10.24. Rangul matricei es 
rezultă (înmulțind această egalitate la stânga cu da Х= А! . В, 41--31 23 Este necesar са т $ 3 -1 
det(A) 
1-1 0 1 -1 3 
e a ms Acc ami: “0 MT eg p b) Notăm: “| 4 si 2, deoarece i ‘f-o. Cum 2 -3 -1-0 512 -3 -1--а444, rangul este 2 dacă 
8, 6, 6, =-3; 6, =1 3 -1 1 -6 12 2 - Fo 5 sa M 
1 0 = 
8-1 ; Cum det(4) = 1 20 — 4 inversabilă => 347. Cum Х.А = B, rezultă (inmulfind : 12 3 12 l ӨР" 
a=44 şi 3 în caz contrar. 25. Avem | +0, 8 1-1-0, [3 1 a|-25a-15, 
: 4 3 2 432 


această egalitate la dreapta cu A7) cà Х- BA. Avem 4! 43 4) deci X = Li i ? 


10. Deoarece А*=4е(А)А"!, i EP i E 120 бал ie. а#3 sau 554. 
. се A = det(4).4^, ipoteza 47! = А" impune det(4) 21€» -m-3-1e» m--4, 11. 3 1 4|-—5b420, deci rangul este 2 dacă а-3,5-4 şi 3 în caz contrar, і.е. а 
43 


Cum det(4) -1, avem 47 = А". Atunci AA = A*A = 1, . Din definiţie rezultă că inversa adjunctei 


E 
este matricea 4. 12. a) P | яр а= |! Н 2) 1 J b) 26. Cum Ч | н = —52 + 0 , rangul este egal cu 3. 27. а) rang(A) = 1, deoarece liniile matricei А 
(1 -2ү' (412 lu 2 [22 ы 
( ki 43 jr -1 4 - р -3 21.13. Мойт cu А matricea sistemului, 1 
-5 8 -3 -2 sunt proporționale. b) Pentru K =| 2 | si L=(a b с) avem А = KL. 

1 3 5 " 
4-12 1 -3|. Avem 44(4)-А--13140, deci sistemul dat este Cramer. Avem soluţie unică, 

5 -2 7 
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3 +2. i 1 21 
a'+2ab+3ac  ab*2b!«3bc ас+2Ьс+3с? P : . : 
i - i zultă din teorema lui Cramer. 34. Determinantul 
с) А? =| 2а? +4аь+бас 2ab+452+6bc 2ac+4bc+6c2 |= (а+2Ь+3с) А, decid =а+2Ь+3с. sistemului este | а 3 2|-270. Concluzia ге 


За? +баЬ+9ас ЗаЬ +6? +9Ьс Зас+ 6bc & 9c 
Alternativ, А? 7 K(LK)L - K (a*2b3c)L - (a 2b« 3c) KL - (a 2b-3c) A Р 


ооо 111 
28.4) 4-10 0 0|,К-0,.51,44-4-11:1 1]. Cum det(1 + 4+ 41) =0 şi toți minorii 
1 0 0 111 
100 
de ordin 2 sunt nuli, rezultă că гаа (1,444:4))-1 с) 1,*4-|1 1 0|; det] + 4) = 1; 
11 I 
à; 1 0:0 ` {6 2 2 
=] * up * — = Е: . 4 э. 5 
Gr mra) 0859 = 3 3 | . 29.а) 4*- : 7 je дец") = 0 şi 
toţi minorii de ordin 2 sunt nuli, rezultă rang(4") = 1. 
x х+2у+2 =2 
b) Dacă X =| y | є ЛА; |( С), ecuația este echivalentă cu sistemul 2x*2y =1 ;consideránd A - 
2 x+4y-3z=5 
12 -1 18 
matricea sistemului, Ч : | avem cá 4644) = 0 si cum 3 un minor А, -| 2 =-2+0 > 


rang(4) = 2. De asemenea, rang( 4) = 2 , deci sistemul este compatibil nedeterminat. 


a a+l a+2 a 1 —a2+a+2 
30. a) det(4)=|5 Ь+1 b+ = b | -ab+b+2|= —ab+b+ 2 +а?-а- 2= a(a — 1) - 


1-1 а 1 0 0 


b(a — 1) = (a — 1)(а— b). b) Cum minorul | 


Ь+1 
1 ET = rang(4) 22, Va, be R . 31. a) AB = 


О»; BA = O,. Atunci AB + BA = Од. b) Cum det(A) = 0 si toți minorii de ordin 2 $i 3 sunt nuli => 


1001 

ЭР” ENS 0110 : 

rang(4) = 1. Rationánd similar ‚ rezultă rang(B) = 1. 44 B- 6 14 9l det(4 + B) = 0, deci 
100 1 


rang(A + B) < 3. Observăm cá A 4 


0 : 
Ї -140, deci гапр(4+ B)22. Cum tofi minorii de ordin 3 


sunt nuli, rezultă că rang(4 + В) = 2. Deci rang(A + В) = rang(A) + rang(B). 


n 


€ (A*BY = Y'C! 4^*B' , Cum АВ = BA = O4, atunci (4 + В)" = А" + В", Vn єМ" 32. 


4-0 
1 2 1 
Determinantul matricei extinse a sistemului este |5 -1 6 =43 #0, deci rang( А) =3 > rang(4) . 
3 -4 0 


Conform teoremei lui Kronecker, sistemul este incompatibil. 33. Determinantul matricei Aa 


а+1 1 1 
m 1 m 
tricei А a sistemului este |1 1 т|- m? —3m + 2 . Sistemul este compatibil determinat pentru 
ma 
3 -1 -2 


eR- (1 2) Pentru т=1, sistemul este incompatibil, deoarece primele două ecuaii sunt 
m 23 


+у+т=1 şi x+y+z=3. Pentu m= 2, sistemul este incompatibil, deoarece 
x 


11 
i 1 3|=23#0, deci rang(4)=3>rang(4). În concluzie me(1,2). 35. Determinantul 


3 -1 12 


matricei А a sistemului este |-1 


3 -4 
1 
1 4 


1 
2 |= -т? -37 #0,Ут e Ё. Concluzia rezultă din teorema lui 
2 
m 


111 


А 1 
Cramer. 36. Determinantul matricei А а sistemului este |2 1 | =а+1. În plus, avem 2 
1 a — 


1 
+0. 
1 


Este песеѕаг са rangul rang (4)-2, deci a=-l. Sistemul este compatibil pentru 


1 1 341 | Е 
2 1 Ь |=0<<-Ь-2=0‹Ь=-2. Aşadar, а= 1 şi Ё= 2.37. Determinantul matricei А а 


l -l -i 


2 -1 3 
sistemului este || 1 1|=0. Rangul matricei Æ este 2, deoarece |: . Sistemul este 
1-22 
2 -1 1 Ea 
compatibil, deoarece minorul caracteristic || 1 2f este nul. 38. Determinantul matricei 4 a 
1 -2 -l 
2a 1 1 | 
sistemului este |1 2a 1 =-4(2а? +а -1) . Cum sistemul este omogen, rezultă ae ej .39. 
1 1 -2 | 
а) Înlocuind хо = 2, yo = 2, Zo = 1 în ecuaţiile sistemului, obținem n = 2 şi m=3 1 pue admite 
soluție unică dacă determinantul matricei A a sistemului este nenul, det4-|2 -1 1|=3-n. 


n 1 2 


eM ; = 3 rezultá 
Rezultă cá ne R —{3}. c) Dacă ne R - (3) , sistemul este compatibil determinat. Pentru n 3 hr x 
m ‚се exti e 
Că rangul matricei sistemului este 2. Pentru ca sistemul să fie compatibil, rangul matricei extinse trebui 
fie 2. Obtinem m -1. 


ёо. 
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1 m 2 
40. a) Fie А matricea sistemului. Avem det(4) = 28-1 3 |-0(т-1їт-5), deci sistemul 
1 m т-3 
este compatibil determinat dacă şi numai dacă m e R — {1,5}. 
х+у+22=1 112 11 2 
b) Pentru m = 1, sistemul devine: {x+y+3z=1 , atunci 4-|1 1 3 | şi 444)-1 1 3|-0. 
х+у-22=1 11-2 171 = 


1 : 2 
Considerám un minor A, = à j -1*0,decirang(4) = 2. Pentru a determina rang(A), calculám 


1 2 1 
A,-1 3 Ц=0, десі rang(A) = 2. Rezultă că sistemul este compatibil nedeterminat. Pentru m = 
1-21 
x+5y+2z=1 
5, sistemul devine 1 x * 9y +32 =1 . Din prima şi ultima ecuație, rezultă cá 1 = 4, fals. În acest caz 
х+5у+22=4 
sistemul este incompatibil. Їп concluzie, sistemul este compatibil nedeterminat pentru m = 1. 
2x-3y 2-1 
А —— : Р 2x-3y--1 
41. a) Inlocuind în sistem 20 =, 20, obţinem: 4x+9y=3  . Sistemul e 9у-3 аге solufia 


5х-бу=р 


x=0,y=7 de unde p=-2. b) А, = 


-3 
r4 | =21+0 = rang(A) > 2. Pentru ca sistemul să fie 


2-3 4| |2 -3 -5| 2 -3 -I 


compatibil nedeterminat trebuie ca 1 9 ”|(-1 9 1|=П 9 31-0, айс 
5 -6 10 5 -6 n| |5 -6 p 
6-3m=21(n+12)=21(p+2)=0, deci m-2,n--12,p-—2. 42. a) Fie А este matricea 
|] -1 -m 
sistemului. Avem det(4)=|m 1  m|-3(1- m^). b) Pentu т +1, sistemul este compatibil, 
m 3 3 
conform teoremei lui Cramer. Dacă  m-1, avem minorul A, = | "E şi 
1-1 1 
А4,-1 1 01-0. Rezultă că sistemul este compatibil. Dacă m--1, А, = r PU si 
13 =l а. 
-1 1 2 
A,-|-l 3 -1--640, deci sistemul este incompatibil. În concluzie, sistemul este incompatibil 
l1 -1 1 


| 1 | 
pentru m=-1. 43. a) Fie A matricea sistemului, atunci 46(4)-1 m 1|-(т-1).5) Dacă 


1 m m 


| цах, rang(4) = 3. Dacă m = 1, гаад (4) = 1. с) Dacă m = 1, rang (4)=1, iar rang(4)-2, deci 
| este incompatibil. Dacă m #1, sistemul este compatibil. Deci m = 1. 44. a) Înlocuind în 


istemu Р: A 
жин m soluția (1, 1, 1), obţinem a = 2, b = 0. b) Pentru са sistemul sá fie compatibil nedeterminat, 
518 


buie са rang(A) = rang( 4) «3 (unde А este matricea sistemului). 
ре L4 1 1 1 4 


1 1 : 
det(4)= : Е ы --а-4, luând а, = A -150 şi А = E p! К =b+2, avem 
ах+у+2=4 
а=4% b=-2. с) Pentru b= 2, avem sistemul 4x + 2y + 32-06 саге este compatibil pentru orice 
3х-у-21--2 
ge şi pentru care (0, 6, —2) este soluţia cu toate componentele întregi. 
l a 0 
45.a) Fie А matricea sistemului, atunci A =det(4)=|0 1 a|=a?2+1>0,VaeR, deci det(4)+0, 
101 
ceea ce inseamná сӣ sistemul este Cramer, deci compatibil determinat. 
b) Soluția sistemului se obtine folosind formulele lui Cramer х= ^ y^ = z= 52 , cum 
1а 11 lal | i : 2 
A =a 1 z], А, =(0 а a-a, А,=|0 1 =g ne у= DET 
101 111 101 
Avem: y! = cu = 3 : = = x-z, deci x, y, z sunt în progresie geometrică. 
1 2 1 
46. a) Fie A matricea sistemului. Avem А =det(4)=|2 -1 1|=-5a+ 20. Pentru ca sistemul să fie 


7 —l а 
compatibil determinat, trebuie ca det(4) 50 < —5а + 20 #0 & a e R- {4}. b) Dacă А # 0, sistemul 


2 : 
este compatibil. Dacă А = 0, deci a = 4, un minor principal este Л, = | Sistemul este 


2-1 
1 2 1 
incompatibil dacă şi numai dacă A, =|2 -1 Ц+0<Ь #4. 47. a) Fie A matricea sistemului şi A 
7-1 b 
1р р | p p 2 2 
l-h - - 
=det(4). А-ї 4 Ф| = 0 4-р q'-p|-? ? 1, P|- e-a- 
‚| 3-8 2 a |-р r -p 
] rr 0 r-p м-р 


5) Dacă p. q,r € C sunt distincte, fiind soluții ale ecuatiei P — ať + bt - c = 0, se obţine: 
c-pb+p'a=p! 
c-qb+qa=q? . Rezultă cá 4y=-b este soluție a sistemului. Deoarece A 7 0, ea este un 


x-c 
icá. c) 


c-rb+ra=r? ZH 


Cum (-1, 1, 1) este soluţia sistemului, atunci p! -p! -p* 1-20, q'-q'-q*1-0si pesanti 
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1. Deci, oricum le-am alege, două dintre numerele p, q, r vor fi egale cu 1, 


m 1 | 
48. a) Fie А matricea sistemului şi A = det(4). Atunci л = | 1 3 2l=14m-4q. 
-l -1 4 


b) Sistemul fiind omogen, el are soluții nenule dacă А=0 < 14т- 4-0 т -3 : 


14 
49. а) Fie 4 matricea sistemului si A — det(4). Atunci A-|3 -1 m|--5m.b) Sistemul fiind 
=F 2 { 
omogen, el are soluții nenule dacă A = 0 & -5m = 0 € m = 0. с) Dacă m = 0, sistemul devine 
2x+y+z=0 H | 
» deci orice soluţie nenulă а sistemului este de forma: x = А, у= 3А, z= 5], Atunci: 


3х-у=0 
-х+2у+2=0 
2 2 2 A? 7 
аата SP Y 50. а) Fie A matricea sistemului şi A = det(A). Atunci 
2)-Уу-Х, 154? 3 
l a b+c ё 1 а b+c b b 
3 SE x 
4-1 b c+a = lo b-a a-b | л =0. b) Sistemul fiind omogen, el are soluţii 
Я c~ -с 
l c a+b 0 с-а a-c alins 


nenule даса A = 0, ceea ce am demonstrat la punctul anterior, c) Rangul matricei sistemului este egal 
CU 2; z este necunoscuta secundară, z = À, А € R ; rezultă y = A, x = -(a t b * c)4. Cum (1, 1, 1) este 
soluţia sistemului, avem că a + bt c ——1, deci soluțiile sistemului sunt (А, A, ALJA eR. 


Tema 2.3 Structuri algebrice 


1. a) Fie * y €ZÜ[5,o) . Atunci T2y2345-5-5— xc ye Ж[\[5,о). b) Fie x, y,ze Z. Avem 
(rny)ezm(rey- Sez уа уч 102 ro(yoz). 2. a) Fie X.y,zeR.  Avem 


an uo MEC rore PNE b) Cum ecx=xce=x,VxeRo 


e V +е* —1 -X VxeReg9 =loez=leR ; Tezultă că 1 este elementul neutru. 3. a) Calcul 
direct. b) Trebuie demonstrat că Oricare ar fi x, У € (-1, оо) rezultă că X*y € (-1, ©), Avem x > ly» 
-1 TAPA uL MAL Qnod ix ӨЗУ нэ? 
deci 3ху + 3x + 3y +2 1. 4. a) Trebuie demonstrat cà Oricare ar fi х,у €(3,oo), rezultà 
X* y €(3,0). Fie х»3,у»3-3(х- 3)(»- 3)>0, deci х*у=2(х-3)(у-3)+3>3. b) Fie 
х у, zeR. Avem йе a a a Л). эгуу, deci 
»*" este asociativă. с) Căutăm eem astfel încât X*é-ce*x-xVxeR, adică 
(2e-7)(x-3)=0,veR. Obţinem e=7/2. 5, а) Avem xey-z(1*2)(»«2)-2. Fie 


х,уеО,х,у»-2, Сит х*+220,у+2>0->хоу>-2. b) Cum 


теде (каена) зене Q ө {хуз} ез) (roD) ve Qaa 


ext *z-2-»x'2———-2«€Q , deci toate ele 
oX' хох=0 (х 2)(х'+ 2) 4. Dacá x 2» | | 
0 t } sunt S = i = Ц, deci —2 nu este 
2 imetrizabile. Dacá x 2), ecuația 0(х +2) 4 nu аге soluții d 2 
i | (x у) 2 xo(yez), Vx,y,zemR 


x,pzeR. Avem 


simetrizabil. 6. И Тэ со e (a-42)(z-x)- o Vx, yz eR 

сеа M „ийни xe-6x-6e+a=x,VxeR  cx(e-7)4 
cac. b) чиг i a—6e20«»a-42. 7. a) Avem xoy=(x+5)(y+5)+a-25. 
aim пына Apel неза сайр. 1) анаа 
Ахет адаа А, 5x*5eca-x,VxeZ < х(е+4)+5е+а=0, Vx eZ ee--4 E 
goxexoe- x VxeZ e» хе+5х xoy=5(x+6/5)(y+6/5)-6/5, deci 


х,у,2є 2. Avem 


Fie 
A HA e element 
E 25(x«6/5)(y46/5)(z46/5)-6/5- xe(yoz),Vx,y,zeZ. b) Legea аг E 
e ain - revin 
е P 4 există eeZ astfel încât eex-xee-x,VxeZ, ceea ce : 
E ын =0,vxeZoe=-l,a=6. De aici rezultă cá pentru ає2-(6| legea nu a 
x(5e*5 +бе+а = 4, 


еї 9. а) Legea are element neutru dacă există ee (0,2) ast el inc. 
ement neutru. е 3 at 
oX—Xoe-x. Vx e(0 2) (e-1)x *(2-2e)x 20, Vx e(0,2) o e-1e(0,2). b) хє(0 2) este 
eox e ? , 


simetrizabil dacă şi numai dacă există х'є(0,2) cu x id : хох=1 m Е а | 
€» x'22- x €(0,2), deci toate elementele din (0,2) sunt ibid 10. 2 v iin 
tru dacă există ec(0,0) astfel încât eox-xoe-x, | { 
E. en 0,0) este simetrizabil dacă si numai dacă 
xene = gin? = x Vy e(0,00) e e=27e(0,%0). b) хє(0, wide dons 
existá х'є(0,%) cu хох'=хох= 27 < pv =27. Dacă х=1, Зар х : | ES 
х=1, ecuaţia (х) 227 nu are soluţii, deci mulțimea elementelor simetrizabile este (0,0 


; ЭРТ : i dacă 
i te simetrizabil dacă şi numai 
2 = Z rezultă cerința. 5) xeZ es 
11.4) Cum хо2-2ох-х,Ухє 


ү. = ЕҢ ХЭРЭМ. Atunci 3х'є2 < 
© 3х-7 3х- 


p = ү! = х 
există x'eZ cu хох-хох-2 e 


t 

e izabi а 4,BeG = АА = 
і si imetrizabil este 2. 12. а) Раса А, 

3х- - x 22 , deci singurul element sime ' | i 
Е а: (АВ) = ABB'A' = АҺА = AA! = 1, > АВ є С, deci С este parte stabilă а lui Mat й 

d й es | в " 4 i in continua 
in 22 ( „ ) ultirea matricelor. b) Cum am demonstrat а), аа Е 24. Ёо 

“Эван Йй а С Operația „© este asociativă. G, Operația „©“ are ele tru 


imetrizabil 34”! e Сү astfel încât 
: : SII re “; Dacă A e С este simetrizabi à 
Fes pe ma Ea кн p Оа Саая m А = 4! in M(R). Verificăm А' e С. Rezultă din 
= 44 =h. Ave 


i i imetrizabil față de „“. 
«гу = 4'4 = b. Aşadar orice element din С este simetrizabil față 


1234 5 іс = е, 
12345 4 41245) “44123455 
З. би o-[, 3415 3412565 


: identică). 
deci G contine 4 elemente. Avem: С = te, о, 0°, o°} (e fiind permutarea identică) 
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с) Cum operația „-“ este compunerea permutărilor, ifică 
n ȘIR »' e » Verificám 1 i ; 
Operatia "este asociativă, ceea ce este evident. Су»: Operația „-“ Sues НЭЭН” аанай gri риш, G, ; 
element din С este simetrizabil faţă de ,, - “, ceea ce rezultă din tabla piu Зэнд e бу Orice 
or pe 


14. a) Trebuie demonstrat că oricare ar fi A, B € M rezultă că АВ e G. Fie 4-|^ Зћ 
à aj bez 


да, 5385, 3(ab, + a,b 
ab, tab аа, 3bb, 
є Z, rezultă cá M este parte stabilă a lui М, (Z) in raport cu înmulțirea matricelor. 5) Fie а Z 
н | COM M e =0 + 1=1 (mod 3) запа? +1=12+1=3 (mod 3) =й » : 
1 & a? 1 = 3B, fals din b). d) fte cin ipi prin absurd că det(4) =—1 <> ад. 3p -5 
› : ^ ў 

де47') = det(4- 47) = де, = 1 det(4), det(4"!) e ține aia. : кш “ш 
15. Pentru orice х, y, z e R avem (х*(у*г)=х+у+2+лу+хш+уг+ pa и а +“ est 

, ” ste 


asociativă. b) Se arat prin inducţie că XA ee m (x +1)(х +1)..(х +1)-1, d 
271)-49,31)-1, de unde 


r 3b. 
$i в-[2 ) an b; є 2. Cum as- 
а. 


) . 
b, 7 $1 аа; + 355», ab, + ab, 


13, * 1 25,209 „2009 
2 2008 ^23 208 12008. 16. a) Cum (xey)jez- 2 po 
iay х+у Xy Xz yz is 
(i - эн » rezultă са (хо 1,2,1 5 
х y z XP X4 yz yezz "M is » oricare ar fi x, y, z e (0 ©). b) 
Pentru огїсе х, X. z e (0, х), avem (хоу)ог= iar xe(yoz) yz xyz 
+ , e(yoz)zxo = 
ху х2 + yz y+z XY XI] 


айса s este asociativ! 
»9 А. с) Folosind faptul á vem 
» este asociati vá ŞI aplicând 
с о а) а 


11 1 1 11111 
T9—0-—0..0 -0-0- 1 1 
= | азза аки. 


234740 (234/5 61 $56 ^w" 
(Ani QUEE, oo] 11 
2+3+4 5 6) 7 3 ийг хаана 
1 11 1 
——————— Сод, "v ЭГЧ al 
(m JE @+3+4+..+100)^ = (22) БӨ. Alternativ. 
2 5049 ` i 
demonstrăm prin ; i 1 ! T 
Prin inducție X9?X,9..ex | фф 18 Р 1 1 1 
хз” х) 7 Apa gas 


1-1 1 
> 2 3 wR- EU PER, 1007 E. 
17. a) Ti ME € 
кнг reouie demonstrat că oricare аг fi Taul, EG, rezultă f /, G 
Lade ад» Ја, , ° Jab ЄС. Cum 
a D ЛД да eG (deoarece aja, + 0 pentru а + 0 şi a, + 0) dias Tia trebui 
. á а | | 
je en d ME a) rămâne să verificăm în continuare axiomele lui: TT 
ea funcţiilor este operaţie asociativă. 2°, 3 Áo € G,fi o(x) = x, Он Ri tfel 
! hoc) = x, stiel încât fi o o 


fas = fab 9 fio = fab Vflab € С, deci fio este element neutru. 3°. Vf;, e G, 3f, , astfel încât 


a a 
For ој E. =fi E = fio » deci orice element este simetrizabil. 18. a) Din х*у=1 rezultă cá 


, 
a а a a 


y??? -1, de unde logaritmánd în baza 3 avem log, y-log, x 20, deci x = 1 sau y = 1. b) Vom 
verifica axiomele grupului: Go: Trebuie demonstrat cá Vx, y e H= x*y є Н. Avem x* y= ху si 
cum x € Н — х* у > 0; presupunem prin absurd x * y 21— x°? =] — x = 1 sau y = 1, absurd, 


deoarece x, y є Н. Deci x* y e Н. 
би Operația „*“ este asociativă. Pentru orice х,у, z e Н avem (х*у)*2= 


1 lo Ло; а у . СЭ 
0832 — y 95 7957 adică „ж“ este asociativă. 


(х°Р?”)*2 = дз !08з2 ,lar x*(y*z)-x*y 
бу: Operația „*“ are element neutru. Căutăm e e Н astfel încât x*e = e*x = x, Vx e Н, adică 


х = x, Vx e Н, deci loge = 1 > e = 3 є Н este element neutru. 


Су: Orice element din H este simetrizabil față de „+“. x e H este simetrizabil dacă si numai dacă 3 x' 
1 


e Н astfel încât хөх! = x'*x = 3. Avem х" =3 = logs · logx = 1 > x'-3"5*; cum 


1 
3835 e (0,со)\ {1} rezultă că orice element din H este simetrizabil. 


În concluzie, H este grup în raport cu operaţia „*“. 


1 ша 0 1 Ina+lnb 0 1 аһ) 0 
19. a) Мойт U(a)=|0 1 0|. U(a)U(b)-|0 1 01-10 1 01-0( 5) 
| 0 0 а 0 0 ab 0 0 ab 
Cum ab > 0, rezultă cerința. b) Înmulțirea matricelor este asociativă. Elementul пешти este 


1,-U(l)eG,iar U(a) = u(1) G,L>0. În concluzie, (G, -) este grup. 
а а 


20. a) Calcul direct. b) Vom verifica axiomele grupului: Go: Trebuie demonstrat că oricare ar fi А(х), 
A(y) e С, rezultă că A(x) - A(y) є С. Arătând deja punctul a), avem A(x) - A(y) = A(x + y) si cum x, y 
є R, deci x + y e R = Д(х). А(у) e С; Сү Înmulțirea matricelor este asociativă; Су: Existenţa 
elementului neutru, observăm cá J, = 4(0) e С, deci elementul neutru este chiar 5. ; G3: Orice 
element din С este simetrizabil față de înmulțirea matricelor. Dacă A(x) є С este simetrizabil, 3 A(x') 


€ С astfel încât A(x) - A(x') = А(х'). A(x) = h. 
1-2 
Avem A(x) - A(x) = 2 > A(x tx)-Lb-xtx 202x L-—X, deci к<] m 4 1+2х 


4 
х € R, obținem 4(х) e С şi orice element din С este simetrizabil. c) Observăm cá C 1 5) 


Atunci e d =(4(1))" = 4(m. 21. a) Observând că x*y-(x-5)(v-5)45, din 


хже=ежх= х, Ух e В, avem (x — 5)(е — 5) + 5 = x, Vx e R, adică (x — 5)(e — 6) = 0, Vx e R, deci 
e = 6. b) Din x«a 2a *x-a, Vx e R, avem (x - 5(a — 5) + 5 = a, Vx e R, adică (x - 6)(a - 5) = 


0, Vx e R, deci a = 5. c) Trebuie demonstrat că oricare ar fi x, y є С, rezultă cá x * y e С. Avem x > 


0,y»5—x-5»0,y —5- 0 deci (x — 5)(у — 5) > 0. Obtinem xy — 5x -5y + 25» 0 => xy - 5x — 5y + 
30 > 5, десі С este parte stabilă a lui R in raport cu legea „*“. d) Cum am demonstrat с), rămâne să 
verificăm în continuare axiomele grupului abelian: Сү: Operația „*“ este asociativă. Pentru orice x, у, 
z e С, avem (x*y)*z=(x-5)(y-5)(z—5)+5=x*(y*2), deci „*“ este asociativă. Сз: Elementul 


i 
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иалн pa нэгний 


neutru al operaţiei „** este 6. Сз: Orice element din С este simetrizabil faţă de „ж“, Fie x e G 


Cáutám x' € G astfel incát X*x'—x'*x—6. Avem (с-5Х37-5)-5-6 < х'=5+ 


х-5 sa ©) 
Ga: Operația „*“ este comutativă. Pentru х, у € G arbitrare, avem хж y-(-5(y-5)e5- y*x 
deci operația „*“ este  comutativă, Ín concluzie, (С, *) este grup abelian, 
e) 1*2*3*...*2012 7(1*2*3*4)*5*(6*7*..*2012)- 5 ; deoarece X*5z5*x-5Vycm А 


Inductie după л. 22. а) (Зу) аа xt (rez) e (a-5)(2-x)-0, vx, узел €a-5, b) Cun 


eox-xoe-x, VxeZ e» х(бе+5)+бе+а=0,\у eZ а=5е=-261, deci legea nu ip 


element neutru. c) ((-1)*2)*((-1)*2013)2a © (a-6)' «2(a-6) -0 е ає{4,в}. d) Avem 
хжу=6(х+1)(у+1)-1. Prin inducţie rezultă că x +x, *®...*х„=6”(х, +1)(х, +1)...(х„ 1)-1. 
Obţinem 1*2*3»*...*2013=62°?.20141—1. е) Avem x*p=p,NxeZ €» 6(х+1)(р+1)= p4] 
c pz--l. f) Avem X*x*x —287 9 36(x+1) 212287 e x-1. 23. a) (162) 83-14(283) 
€» а=-3. b) Dacă legea este asociativă, rezultă din punctul anterior că а--3. Pentru a=-3 avem 


3 3| 3 3 3 
хэу-- :-2|у-3) 4» (x*y)*z 3 3o) osn VxyzeR. 


€) Legea are element neutru < JeeR,x*eze*sx-x VxeR € x(2e*2)«3e-a-0, vx eR 


€ е=1,а=-3 d) Dacă (-4| este parte stabilă, atunci is de unde a x -3. Reciproc, 


: 3 3 3 9 9. 3: d 
dacă a<-3, atunci pentru х,у<- rezultă xs ---5 Y 4 t-Sa4-&-, 
ин” i: 2)0 2) "2 “25228 


| 3 
concluzie, Б este parte stabilă dacă şi numai dacă a«-3. е) Fie в--3) Аует 


3 3) 3 ) 
хж rr. Ca la punctul anterior, rezultă că G este parte stabilă. Legea este 


asociativă şi are element neutru. Fie x ЄС. Cum хох'=хох= lo ЕВЕ 2) = 3 


2] 4 


3 1 3 : 
e x'z-- 7 » deci toate elementele sunt simetrizabile. 


арі. EA : А 
2 2(2х+3) 2 P Prin inducţie se arată c 


n- 3 =1-3-5.... 
x*x, *.e*x, =(—2) TI (s-34. deci 182938292013--2-135. 4023) 24. а) 


#=1,2,..., 


1*220c 9ra20c 4-9. 5) Avem (x*y)*z dy +y’ ez +20 -xs(ysz) VxyzeR. 


©) Legea are element пешти c3eeR,x*e-e*sx-x VreR eV te -а-х,ухєЁ 


e е= а. d) Legea este asociativă şi are element neutru. Fie хєК. Atunci 
Xox'zx'ycec, V) +хЗ+2 -40 e х'= 4+0 ER » deci toate elementele sunt 


simetrizabile. е) Prin inducție după n se demonstrează сй x, x, +... x ү>х *(n-1)a , deci 
k=l 


(71)*0*1«2«3«4- Vila. J Avem х*хжх*хж у = {5x +16 3 5 +16=1> х5. 


Ш M.ANDRONACHE*D. SERBÁNESCU • М. PERIANU • C. CIUPALÀ * F. DUMITREL 


230 


e )* (у) = (х) -У(»)-7 =х+у-7=/(х+у),Ух,ує К, ае у este monu. cun 
sl um funcție de grad 1, rezultă că f еме  bijectivá, deci  izomorfism. b) 


este 10 = f (8)* /(9)* f (10)*...* f (17) = /(8+9+...+17)= f (125) 2118. 26. a) 
3s..*1U = 


1*2* = f (x*) vx y eR e axtbeay*be3-a(x*y)*b,Vxzy eR «»Ь--3, deci f 
ро)" і numai dacă ac R. si b=-3. b) Alegem а =1, f(x) = x-3. Deoarece f este 

te morfi эшн : " 1 rezultă са f езе  bijectivá, десі  izomorfism. Atunci 
funcție i кш Еи ар re E 27. а) 


oX?" " m . 
sen) Ferte een = f (x)f(»). deci f este morfism. Cum f este bijectivă, rezultă 


este izomorfism. b) хохохох=5 < f(xoxexex)- f(5) e» 


ca funcţia f | 
o faf =) si xE. 28. a) Avem хоу=(х+1)(у+1)-1. Pentru x,yeR 


ma (5) (0) (70) +0070) +1) -1= =зу-1= /(зу), deci f este morfism. Cum f 
rezu 5 5 - E 

bijectivă, rezultă că f este izomorfism. b) xoxoxoxox=(x+1) -12 (x41) 222 x« 2-1. 
2 m ea „о“ are elementul neutru e=3, iar legea „*“ are elementul neutru p=2. b) Dacă 
29. 9 Зи atunci f (e) -p-»a--].Pentru а= –1 se verifică uşor cá f este morfism. 30, 
f este , 


) Trebuie să demonstrăm că f (x+ y) = f (x) (») , adică 7'* = 7*7" , ceca ce este adevărat, deci / 
а 

rfism de grupuri. b) Pentru ca f : Z — 07 să fie izomorfism, ştiind că f morfism (din a), este 
morfis i 


necesar ca f să fie bijectivă. Cum pentru у = -1, nu există x e Z к încât 7° = y >f nu эр 
surjectivă, deci f nu este bijectivă, ceea ce înseamnă cá f nu este CF ыз ут 
demonstrat cá Vx, у є С > x*y є F. Avem x> 4, у> 4, decir 9o Q y : эээ Зэн 
— 4) > 0, de unde rezultă xy — 4x — 4y + 16 > 0, deci dili * 20 » 4, ins x*y EST a: ias 
Cum am demonstrat a), rămâne să verificăm în continuare axiomele grupului: Су: хээ, 2 vitm 
asociativă. Observând cá x*y =(х- 4)(у- 4) + 4, avem pentru Vx, y, z e С, (x*y)*z- 
4Xy — 4) + 4] *z = (x — A(y — Az - 4) + 4, iar x*(y*z) = х*[(у— 4Yz —4) + 4] = (x eas Eis ode 
+ 4, deci (x*y)*z- x*(y*z), adică „*“ este asociativă. G;: Căutăm eeG as эра 
х*е=е*®х = х,\/х eG , adică (x-4)(e- 4) 4- x, Vx eG , adică (х-4)(-5)-0, iie: : 
e=5eG este elementul neutru. Сз: Orice element din С este simetrizabil ын 4е cp P 
хєС este simetrizabil, 3x'e С, astfel încât x*x'—-x'*x-5, adică (х-4)(х'-4)+4=5, 


. Cum х'є(4,+%о) => orice element din G este 


шингээ , de unde rezultă x'=4+ 
Х- JL 
Simetrizabil față de G. e) f:(0,0) > (4), f(x) = х+4 este morfism de la grupul ((0,c0), 5 
=xy+4 1 
Ерш (Ge), deoarece |/(х9)-/008/0) (реши сї fO) pom 
f()* f(y) =(x+4)*(y+4)=xy+4, deci /(ху) = f(x)* f(y)) şi de asemenea, 7 : e (0,0) 
unde rezultă f izomorfism. 32, a) Prin calcul se verifică uşor că /(ху)= f (x)* f (y) Vx.» e(0. 


2+х : i orfism. 
deci feste morfism. Inversa funcţiei f este g:(-2,2) — (0,9), g(x бк. (бай нш 
3)- f(3 
b) Fie u € (0,20) cu f(u)=x. Atunci х*х*х=1‹> /(и)* f (u)* /(и)= f£ (3) e f(u ) Үү ) 
Su - 1 , deci х= f (33). 


due. 


————— ÁÁ md 
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1 x+y 0 


33.4) А(х)4(у)-|0  ! 0 |=A(x+y),x+yeR. 
0 0 quu 


b) Înmulțirea matricelor pătratice de ordinul 3 este asociativă. 7, = A(0) €G este elementul 
1 n neutny 
Fie А(х) e С. Cum А(х)4(-х)-А(х-х)-4(0) => orice element din С este simetrizabil. Î 
: Р - In 
concluzie, (С,) este grup. с) Funcţia /:К-»0, f (x) = А(х) este morfism de Ја grupul (R "T 
» *)la 


grupul (С, -), deoarece f(x + у) = А(х+ у) = AX) А(у). De asemenea, f injectivá pentru că dacă 

= 17 > А(х) = 4(у) 9 x-ysif surjectivă pentru că orice element din G este de forma A si 
deci aparține imaginii lui f. Am obţinut f bijectivă, deci f izomorfism. a Аб) = Дх), 
34.a) Calcul direct. b) Cum am demonstrat a), rămâne să verificám în continuare axiomel 

Сү: Înmulțirea matricelor este asociativă. Сз: Existenţa elementului neutru; observăm ч grupului: 
С, deci elementul neutru este chiar /. Сз: Orice element din С este simetrizabil fa 22 E 40) є 
matricelor pătratice de ordinul 2. A(x) € G este simetrizabil, 34(x") є С astfel Ll н ы 


AQ!) - A) =h. Avem A(x) 4(x') = А(2хх'+ x+ x) = А(0) > 2 «х €x! 02 х= 228" 
4 a оха ads 


: 1 
prin absurd, х\=—— = == - ЯВ?) 1 
2 отр => 0 = 1, fals, deci x en-[-1] . Am obţinut A(x') e С, deci 


orice element din С este simetrizabil. În concluzie, (С, -) este grup. c) Deoarece /(х)/(у)- 


Z (2) (2 eo "EE E 
2 2 4 E te (7t )- rw), у este morfism de 


grupuri. Funcţia f este injectivá pentru că = xd iw! 
/00)= ЈО) А = area şi este 


surjectivá pentru că orice element din С este de forma А(х) = f(2x +1), deci aparține imaginii lui f. 
35. Dacă A,BeG, det(AB)=det AdetB=1, deci ABeG. Dacă A€G, atunci şi A` 28, 


4 -1 = -\_ 
eoarece АА”! = Г,, det( 441) = det, -1, det Adet(1!) 31 şi cum det 4 =1 = det(/£7) =1 


36. a) Fie x,yeU,. Cum | сал 
" 3 y = ны rezultă concluzia. b) Fie хєН. Atunci 


ordH _ „n EC 
x" => Н cU, . Deoarece mulțimile au acelaşi cardinal, rezultă cerința. 37.4) Н este parte 


1=х 
stabilă а lui S, în raport cu compunerea permutărilor, deoarece Ус", o! є H > о! с! = o^! e H 
De ase Ку! шоо i i; Сар | 
ман (o)! 2o eH (o? -e), deci Н este subgrup al grupului (S;,-). Б) Din calcul 
rezultă că ordinul lui o езе 6. 38. a) 


5л 5 Ч 
1 (e $ isi z) Skr .. Skra 5k 
— — —— | = — — — 1 1 
О 7 +15п cos *isin < є27, e14|k, deci ordinul elementului £ în 


e” = соз30л *isin30r 2 e? =1. 8) 


grupul U, 
a este 14. с) Н este subgrupul generat de =. 39. Avem хо(уж2) =(хоу)+(хог) < 
Ф((а-1)х- 1 
à » 0,Vx,y,zeR, deci а=1. 40. a) Observăm că xoy=(x+2)(y+2)-2. Avem 
ey--2e6(x42 - =- 
мева : s 2 + 5 Up х=-2 sau y -—2. b) Pentru a determina elementele inversabile 
шин , trebuie mai întâi să determinăm elementul neutru față de operaţia „o“, căutăm eeZ 
"P ч xoe-ceox, VxeZ ,adicá (x+2)(e+2)-2=x, VxeZ, deci (2e) 20 үхєй 
n == 
e e--leZ este element neutru faţă de „о“. Apoi, xeU(Z) < 3x'eZ astfel încât 


xox'= xx = 10 (3+2)x'+2)=1 e x*2e(-L1] e xe(-3,-1] U(2) = {-3,-1} . 


Functia f:Z>2, f(x 
1. Дк" 
2. fo» 
funcția f: 
гааг, 
х.(у*2)* 
2 este 
xe * 


astfe 
peutru al legii » 
aeQ astfel încât x La = 


eleme 


)=х- 2 este morfism de inele deoarece avem: 

2-x-24y-2«2-2fG0* fO) : 

ху-2 = ffo). Ух,ує®. 

1-27, (х) = х-2 este inversabilă, având inversa fL Z,f'(y)oy*2. Prin 
f este izomorfism de la inelul (7.8) la inelul (2.5.9) . 41. Avem x*y= тосож 
log; хов loo? = (x y)*z, deci legea este asociativă. Cum x *2=2*х=е°®* = x, deci 


element neutru. Fie xe (0,20) -{1}. Cum х" 29.2 = 2, rezultă că x este inversabil. Deoarece 


log; y+log22 — xls 10822 -(х9 y) (x *z), rezultă cerința. 42. a) Căutăm eeQ 


x e Q, adică х+е-5 = х,УхєФ, deci e-5eQ este elementul 


1 incát xle=elx=x, V 
3“. b) Determinăm pentru inceput elementul neutru e al operaţiei „L“, căutăm 


L|xz2x VxeR, adică x*e,-5-x, VxeQ, deci e -5eQ este 


Р: — x 


1“. Apoi, determinăm elementul пешти e, al operaţiei „T“. Căutăm 


ntul neutru pentru „ 
Tx-x,VxeQ, adică (х—5)(е› -5)-5-х,УХ0, deci 


e, eQ astfel încât x Te = 
(х-5)(е -6)-0, Vx eQ, de unde rezultá e; 
observat faptul cá x Т у=(х- 5) у- 5) +5). Pentru a demonstra cá (Q,.L, Т) este corp, trebuie ca 
(5) să fie inversabil. Dacă xeQ- (5), ax'eQ- (5) astfel încât 


|, 5x- 2A 
cá (x-5)(-5)*576. di die 


=6є0 este elementul neutru al operaţiei „T“ (am 


orice element din Q- 
xTx'=x'Tx=6, adi Mai trebuie verificat că 


-24 
x'eQ-{5} „Cum x'e Q, rămâne să arătăm că кебез гү aS э 5х-24#5х-5 ‚ сееа се 


este evident. Deci (Q,.L, T ) este corp. c) Funcţia / :Q>Q,f (x) =x+5 este morfism de corpuri, 
deoarece Yx, y € Q, avem: 1°. }(х+у)=х+у+5=х+5+у+5-5=/()1 fO) 

Р, /(ху)-хул 5-7(5)Т SO) Funcţia f:Q>Q,f(x)=x+5 este gi bijecție, d 
ҮуеВЁДїх-у-560 astfel încât /(х)=Уу. Așadar f este izomorfism de corpuri. d) Se 
TT. Tx, (8-5) 08 - 5 5), cu пећ si 


eoarece 


demonstrează prin inducție după п, cá x, 


X3,X,,.,x, EQ. 
43. Demonstrăm că aeZ, este element inversabil al inelului (2,4) dacă şi numai dacă este 


relativ prim cu n. 
astfel încât ab =1. Cum 


(am folosit faptul cá х= К €» x(mod п)= y(modn) <= 
ab-i-nk. Aşadar 


"= * presupunem cá a este inversabilă în inelul Z,- Atunci 3beZ, 


ab-ab-i rezultă cá nl|ab-l 
n|x- y e» х= y(modn)). Există deci  keZ 
a-b+n(-k)=1= (a,n)=1. 

»%=“ Reciproc, dacă (а,п)=1, 


1s ah nk = ah nk = ah+0= ah ‚ rezultă că а este element inversabil 


astfel încât 


ah+nk 71. Cum 


3h,k e Z astfel încât 


al inelului Z, şi 


Алл л л А 


+, sunt 1,3,5,7,9. 
cá PPP . Fie 


^ 


їл Ж 
(8) =}. Deci elementele inversabile ale inelului (Zio, 


^4. a) Demonstrám са А e Ma(Zu) este inversabilă dacă şi numai da 


E 
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4AeM,(Z,) inversabilă si fie B inversa ei; atunci det( 4)det (B) = det(4B) - 1 , deci 
det(4) e (1,5,2,11]. Reciproc, fie det (4) e (1,5,7, (] . Din A4*-det(4)1,, cum detA este 
element inversabil în Zi» rezultă A(det(4)-!4*)= 7,, deci det(A) ' 4° este inversa matricei А. b) 
Se demonstrează prin calcul cá A”! = 4. 


45. a) a,b,c € [0,1,2,3) ‚ deci fiecare poate lua câte 4 valori. Atunci numărul elementelor mulțimii G 


1 


: 5 m 
| ЫГ | ема а? =l, =6 şi 
0 


| a b) ‚ (а! ab*bc 
este 4-4-4=64. b) Fie X= мэ ЫР e 


0 c? 
—— — — — Dans 


a=Îc=2, atunci 8-0. Dacă а-3,с-0, atunci Ь=0. Dacă а-3,с-2, atunci b=6. în 
concluzie, avem 4 soluţii. 


2 5, a,*2bb, î(ab,+ 5 
46. a) Fie X, | ^ s [г 5 SPA Ї 2 192 (а, 2 «Ju й =) бая 
Л а 


» а, ab,*ajh аа, +20, b 
X,X, = О, = det( X, )det(X,)=0= det(X,)-0 sau det(X,)-0. Fie  det(X,)-0. Atunci 


a; + b =0 „de unde а - =0 ‚ deci X, = O, , fals. Rezultă cá Н este parte stabilă a lui С în raport 


cu înmulţirea. Deoarece X; = (det X, "| E 3c ro, , rezultă că H este subgrup. 5) Fie 


E 4 
ХЭ me x 
b a 


а-0 nu există be Z, astfel încât а? +22 - | . Pentru b - 0 , obtinem a -| sau а-2. Soluţiile 


2 (5 ab 


Jab 2 Л Dacă Х?=1, rezultă а? +252 =f şi ав-0. Pentru 
a^ + 


1 
ecuaţiei sunt |, 
1 0:2 


0 20 uode E a sa "P 
! T Ї :| а) Cum în 2,,0-0,1-1,3-4,3-3,3-3, 
Аз ж ^2 E де 

5 =4 şi 6-1, atunci x є(0534|-н. b) „өү, айїса bo Ixez,)en. 


000 ^ ^2000 ^ A 2000 ^3-6664-2 ^ ^ ^6- А 
=Т=; ? a, Ta 45.9 Ra s 


a,b eZ, -(01334| . Adică fiecare poate lua 5 valori. Atunci mulțimea M va avea 5:5 = 25 
elemente. 


: : : . A2 
Incluziunea inversă provine din 0 


iab lab 1 ara Ё+Ь 
b)Fie 4=10 1 0|єм, 8-10 1 0|єм. Омпет4-8-10 1 ô 
001 001 0 0 | 


с) Cum M este o submulțime finită a grupului matricelor inversabile din M ;(Z;) , si M este рапс 
stabilă faţă de înmulţire, rezultă cerința. 


49. а) à? - 4 „adică x? =1, de unde (x-D(x«i)-0 şi cum (Z,+,:) este corp, nu are divizori 
ai lui zero, deci х=1 sau x=6. Б) Cum (3) -1 şi (3) 2î,k=12,3,4,5, ord(3)=6. c) 
Presupunem că există un morfism /:(2,4)-»(25,), deci /(х+у)= /(х)- /(у),Ух,ує®». 


1 î 0)-1. Avem 
Q este element neutru in (76.4) si 1 element neutru în (Z5... rezultă са f (0) v 


x x А 
ыб 5 5 5).3.3.3- 621 5 ie X,YeH, Х=| „ js 
рл reg АШ 50. a) Fie f ; 
/ | ^ ^ 
T ^^ 23 . 
n а! iol xeu ыг a Cum x,» e(-hi]. rezultá x» el iij. Deci 
ү=| ў i 


ХҮ Н Folosind proprietăţile înmulțirii în Z 
€ . 
b) Fie х y; ord X =2 dacă şi numai dacă ХЭ =1,,Х +1. Obține 
icelor. E 
matrice 0 m 


Ч mr А, de unde rezultă m =i şi п(т+1)=0. Din т? =1 obținem m, -1si 


‚ se arată că H este grup în raport cu înmulțirea 


^ 0 1 
0 1 


1. Dacă т=1, atunci п-04 X - I, , care nu convine. Rămâne m=4şi neZ,, deci Н аге 
=-1. рас iri 


m; А 
5 elemente de ordin 2. 


Tema 2.4 Polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ 
e , 
. Бе = . 2. 
1.22412 grad(/)=4; а-1-» вай(/)=1; а=-1=— ргай (/)=2 
2Х-9 3. a) f (1)=3 +1; b) ay ap 4 Aer = f (1) 71. 5+ Se impune f(-1)= (2) = -a 
r=- % 
2а+15Ф»а=—5 6 ae XX +52 5X 43, r-2. e Х\+ 2X? + 8X? + 16X + 30,r 
= а = —). ә = 


f(D=a+b 2 а+Ь=3 _, b=6 зуб, 
f(-D2-a*b -a+b=9 а--3 


9. у= ХХХ «x! X42 +(а-1)Х *(b-2) 


с=3Х?+Х+6, 


-65.7. f -(X* -1)e*ax +b. 


8.r- (1) =0<а+ 8=0<а= 8. 
=(x?+xX+2)(X? +1)+(a-1)X +b-2. X!«X42|f & a=) şi b=2. 


10. у=(хї+х+ї](х*-Х +1), ge(xo x 1)(Х 1). d-X!«X41 — 


xtX tX __3 
Aih as. 


11 +х„+х,=3. b) 12. а) 
т=(Х?+Х + (x^ -X+ (ce). 1t ai a pem 7 
хх, + ХХ, + ХХ E c) Avem 


х)=25+4=29. 8) "TITLE 


2 
Rt =(х,+х,+х,) —2(х,х, + XX, + X, 


1 Ei zu cá 
5, = х + х + х Рпп insumare rezultá 
k 1 2 ЭГ” 


у=(Х-х)(Х-х,)(Х (x) > 


(1- xX1- xl- х,)(1— x4) -/0)-2. 14. a) Avem 
хор 


Х--5242х-3,) іє{1, 2, 3). Fie 
5,--55,425,-9 --164. 13. а) 


(-х,)(1-х„)(1-х,)(1@-х)=/@)=2. 9 


тесе 
ie{l, 2,3}. Prin însumare rezultă 5, = S, - 38, 415. Analog, deoa 
"n -35,455,. Cum 5-1 şi 
2741545227. D) 


x -x-3»45, 

4 
X =x -3xb45x, 
S = (ху x, ex) - 20) + 23 +хуху)= 


545 = (x +х, +) + хх, + хуц) 3335 = -12. 


ie{l, 2, 3), prin însumare rezultă S$,=S 
-5 > $,2-5-3 +15=7 Şi S, 


i. 
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15. a) 7(-х) = (x? — i | 
(-х) T x41) +(x? эхн) = у(х), Vx eR. Polinomul £7 f(X)-/(-x) " 
rădăcini, 5 
0. Rezultă că FO) f(-X)2 ay, =03a, 


infinitate de deci g 


b) ay a +a, +..+а = f(1) «3*9 С-г 
жа = - % ту) £0 /(—1) 
a +a, +a, +... + azg = 2 =/()=3%® +1. 


16. a) x +x, +x, =-a>a=0; T Sabes БЕР ЕЕС e? 5) х= 

х, --42 Et хз = —a € Q. c) Presupunem că fare o rădăcină k întreagă. Notăm â 5 ы 
polinomuluif la Y-k. Atunci /(0)/(1)-(-6) 78) (0) (1) => &(k— 1) im rs | 
17. 9) f - X(X* «12x «20) - Х(Х 10) 0r 2) x 70,2, 2-10, x, 22 D 


трап 


b) (х,—-х„,)? +(х,-х,)? x = 
) ба) *05 73) *( 7x) TX ex 3) 0x xx xx) 322? -120 


1 
Spl, i megas 


18. а) = lăsa =+2; b)h-AX* -5X2 41. 19. p 
А » x x XXX 0 


br=(a+ 8)X- 7. с) х?+х? у? gu 
170 +5 + = 9 <0. 20. 9) /(3)-/()=80а +2Ь = 2(40а+ь). b) 


х)- = 4 4 
/( ) i а(х y )eb(x- у). Cum x—-y|x* - y* rezultá concluzia. 21 a) fl) = f 1)-0 
> a = 4, = 12. р) х= а-н = і а а а 
A ,32-70,X,-üt*rsix tx; 4x = = 
X++ = 2р +3 2093 эй а-ы = ыз аэ x 2 mil a 
ii SD = Хул а= - 


ое С P ds 150» f nu are rădăcini in Z;. Cum grad(f) -3 => 7 este 
dominanti 1 si deci "m A Ч 5 : 27 уудлан g şi h are coeficienți 
ны. м ek Я = | = in Z,[X], fal. 23. a) 
2 -QC-1 (x -2). 9) у(ә) ын T? Ofe ireductibile fnu are rădăcini nZ, сэ а=. 24.0) 
9 f =gc+aX+bceR[X]. Din pom "9 divide polinomul deci g nu divide polinomu / 
saisisit, Ё ү: -4*b si f(2)=2a+b rezultă că a+b=1,2a+b=| 
. a) f(0)- n2» 120; f(1) -1 *m-»mz-Ll b) $,--2mz2— m--1 
9f -(C8 Dx І). 26. а s-(X-DUnexeiy у(у-оэ Кр 
75--2-a Din împărțirea ui f la X'-X«2 se obține a=-3 b- 
7=(Х-1)(Х-з)(х? + х +2). 27. а) пе) реа) (азар эы co 1 
c=X-9. b) Rădăcinile sunt tl, +3, care verifică relația. с) f(5)-o ce 3-413925 
Б f “ЭР E а -%)@-х)1—-4)=[Та х) +) -f(0/(-1) (a2. 
Нэг à xs х, нь За. -»4-2a-8-»a2-2. 29. а) x, 2x,-lx,--2. 6) 5 =0, 
Mia с M-a 7 x + +] =63| х Ї-|х, [71 si Тэ 13588 


ХБХ, +5 =0 x == і x, == m = EL x m 
2*3 1=0=1 şi x 2-225 2 sau x, ху) =-1,ху =2=—>т=-2 inile 
| 1 7—2.30. Rădăcini 
raționale ale lui J pot fi numai d E ЕР 2 
numerele +1 şi + Calculând f(1) K G) 2 
. э 1), , i 
E 1 2 Л ) obtinem 


ae ( 5,1 . 31. i Ї 4 6752 
} а) Un cmmdc este X -1 ŞI un cmmmc este (х + 1). b) Mul теа U NU U 
are 2 elemente е r restu ап 
if 1 ? 4 СІ U, UU, are 8 elemente. 32. а) Fie EE C о rádácinà a lui g ŞI r res 1 i 
| imp: ти 
lui а р. Atunci La (2)= /(e)=3e +26+6. Fie h-3X +2Х+6 Сит ( -8)(є)- 
. Р 0 А g are tre! 


vu 
*0. 


cini distincte şi grad(r—h)<2, rezultă că r=h. b) Fie seC o rădăcină a lui А şi r restul 
irii lui f la Л. Avem r(2)= f (e) = 32? «2e«6-3(-e-1)*26*6--£43.Fie p=-X+3. 
entele de mai sus rezultă cá r= p. c) Fie seC o rădăcină a lui 4 Avem & =] şi 

E y-f()-* +32? += +6 . Cu argumentele de mai sus rezultă că r = X* « 3X? + X +6. 33, Fie 
ii riri lui f la g. Atunci r-aX +b şi f -(X *1f с+ах &bce R[X]. Obtinem 


r restul зора 
PELA | Pe de altă parte, 7(-1) = 20, Л'(-1)=7= 
-13,r27X-13. 34. Fie r=aX?+bX+c restul împărțirii lui f la g. Obţinem 


27,95 
A? ? 

оаа) sebo (48-2695. Pe de altă parte, £(0) 20, /(1) - 2", f'(1) 2 80-279 , de 
dió [239.27 X?-38.27 Y, 35. Fie r=aX+b restul împărțirii lui f la g. Atunci 
ү-(Х-1) c+aX & bee Rx], а+Ь= f(1)- 20, а= f '(1)-1. Rezultă 


у-(Х-1) e x -21, deci 7(-1) 2 4c(-1)- 22. Cum /(-1)- 222, obținem с(-1)-0. 36. а) 


Un polinom cu proprietatea din enunţ este X* - X? «3X? -5X +1. b) Primele două relaţii ale lui 
1 1 1 


amc | 
уйме aplicate lui g implică 7 4—-*—5t—5--— 
їй X Ху, X 


deci 


5«0, deci nu toate rădăcinile sunt reale. 37. a) 


: 1 : 
Avem x!-2xP +җх +х,-1=0, deci x)-2x4x,41-—-0,/-1,2,3,4. Prin însumare obţinem 


х; 


ss see (ELT). Cum $,-2, $,-2 si 
X X; Xy X 


rezultă S, ——1. 6) Avem $,-25, +S, +5 - 4-0, deci 5, = -2«0, de unde rezultă concluzia. 38. 

а) Suma cerută este egală cu S, +25, +4= 4a? -6b-4a+4. b) Pentru а-5-2, suma anterioară 
este egală cu 0, deci toate rădăcinile sunt egale cu -1. De aici c=4, 4-1. 39. a) Cum gradul lui f 
este 3, rezultă că polinomul are o rădăcină reală а. Dacă a <0 , rezultă /(a)<0, fals. Deci a>0. b) 


Din punctul anterior rezultă că f аге rădăcinile x,x,,x, 20. Cum x +x,+x;=p=3 şi 


2. хүжх,Жх - : | 
XXxx,-r-l, rezultă că -1L—2——3 = xxx, deci x,2x,-2x,-1. Obţinem 4-3. 40. 


Presupunem cá f are toate rădăcinile reale. Atunci f', deci şi /" au toate rădăcinile reale. Cum 
f'«12X? + 6aX + 2a , avem A =3a(3a-8)20, deci ae (oJU) „fals. 41. Pentru хє, 


avem /(х)-х (x+ 2) +(х -3y +a-9>0. Deci f пи are nicio rădăcină reală. 42. Cum 
f5(Qxn)(x? *(a-1)X +1) rezultă că /(-1)-0, iar celelalte două rădăcini ale lui f sunt 
rădăcinile lui X?4 (a -1)X +1. Cum A=(a -17 —4 , fare toate rădăcinile reale dacă si numai dacă 
A20 ae(—x,-1]U[3,0). 43. Folosim şirul lui Rolle pentru funcția derivabilă g:R— R, 


8 (5)-х -]2x«m. Avem +2 rădăcini pentru g', f аге toate rădăcinile reale dacă şi numai dacă 
xeC'. Avem /(х)=0Ф= 


8(-2)20 si g(2)<0 =  me[-1616]. 44. Fie 
2 

s(=-1) +(х-1)ке+2=0 <1 +2t+a+2=0 , unde isy-loamm x cR , atunci ! € R, 
х х x 


PUN 


АРН. 


десі 420«»4-4(a*2)20«ax.1. Daca а<-1, atunci ecuaţia 12 +27+a+2=0 are rădăcinile 
1,0 reale. Cum rădăcinile din С ale lui f sunt soluţiile ecuaţiilor x!-tx-1-20, =1,2, cu 


A= * 4» 0, rezultă că f are toate rădăcinile reale. În concluzie, a X —1. 45. a) Avem a, =/'(0). 
29 

Cum /'=30(Х? +Х+2) (2Х+1у+зо(х*-х+з)”(эх-лу, йй а =30(29 —3®). ” 

Cum x°+x+2>0 si х? -х+3>0 pentru orice xcR » rezultă cá. f(x)» 0, Vx e R , deci f. nu are 


nicio rădăcinilă reală. 46. Cum gradul lui f este 3, rezultá cá polinomul este ireductibil peste Q dacă 
$i numai dacá nu are rádácini rationale. Vom determina valorile intregi ale lui a pentru care f ate 


rădăcini rationale. Dacă f (2) 70,p,q€Z,q*0, atunci р,911, deci 7H . Cum 
f (1) a3, / (-1) 21- a , rezultă са f are rădăcini rationale dacă și numai dacă a=-3 sau a-]. 
În concluzie, valorile întregi ale lui a pentru care f este ireductibil peste Q sunt ae Z-{-3,1}. 47. 
Dacă а=0, atunci 1(0)-0. Dacă а-1, atunci 1(2)-0. Раса а-2, atunci /(i)-à. Rezultà 
cerința. 48. Avem /(@)=а, (0) =а+3, /(3)= /($)= /(4)=а+4. Deci f are rădăcini în Z, 
dacă şi numai dacă ae (6, 12) - Cum gradul lui f este 3, rezultă că polinomul este ireductibil peste 
2, dacă și numai dacă nu are rădăcini în 2,,16. ae (3,4) . 49. a) Cum х? = x, vxe Z; , rezultă că 
/(х)=х*+4х*+3=3=0, de unde rezultă concluzia. 5) £ z(x* «i)(a* +3). so. а 
£z(x* «ijo e x «2). b) Cum x! -x, Vx eZ, , avem Р(х) = хек Зухд 


= g(x), Vx eZ, , unde E-Y 1": a2. Cum gradul lui g este 3 si е nu are rădăcini in Zy 
rezultă că g este ireductibil peste Z,. 
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: агїеа 3. ANALIZĂ MATEMATICĂ (clasele XI-XII) ГЭЭ 
лаг 3.1 Limite de siruri. Limite de functii. Functii continue. Functii derivabile 
(х? +1) -[2] = tim —2% 


In(x? +1) im- 
oo X90 


1. 4) а/д = (1 = 


)- +оо, întrucât lim =0 (cu 


x> 5 di 


" 2(х7-1 

i i (х) = (х1) > 0,vxe К, deci f este crescătoare. с) f"(x) Jw = ) ; 
regula lui L'Hospital). b) f (x) Энэ й т Р) | 
le de inflexiune sunt —1 şi 1. 


uncte . . . 
Р ТО), (cu L'Hospital!) şi lim (f(x) + x) 20, deci у = x este asimptotă oblică 


2.a) Avem lim 
LUN . . 
бсш funcției /spre —o. Cum lim f(x)=0, dreapta y=0 este asimptotă orizontală spre +оо. 
la gra хә 
Го) ! «0, Vx € R , deci f este strict descrescătoare. c) Deoarece f are proprietatea lui 
b) Xm е* +1 2) 5 | 
Darboux (fiind continuă), este descrescătoare şi lim Гох) = ко, lim f(x) = 0, rezultă Imf = Е. 


3. а) Avem f(x) = (X! - 5x & 4)? —5x+6) şi /(х)=2(2х—5)(х* –5х+5). Ecuația f(x) -0 


5+ 5 . Alternativ, afirmaţia rezultă aplicând teorema lui Rolle 


38.5 
are rădăcinile reale х, E şi x, ze 
funcţiei f pe intervalele [1,2] , [2,3], [3,4]. 9) Calcul direct. c) min f(x) = –1 (vezi tabelul de variație). 


Po 


5 
2 
f (x) --- 0 +++ 0 --- 0 +++ 
9 
16 


foe) He N a 7 


2х+1 гү 20 
2х+1 х+1 Hm ЧУУ l -20(1+1) ]-2-2me= - 
«о fy 31 os у> ла) im O= ва(2831-аа(1:1 


m (cu L'Hospital!). 


e 
Е : 1 . у-Ш(1+у)_|0]_.. > . lim 
ia im fos ips > eig 00 = dd 13, ^a: 2 
5.4) f'(x) 2 &' -1, Vx eR . Funcţia f este strict descrescătoare ре (-со,0| si strict crescătoare pe 
| | e -x-l1 1 
24 mE otet ll 
10, ко). Singurul punct de extrem al funcţiei este x = 0 (punct de minim). b) lim 3 5 ( 


aplică regula lui L'Hospital). c) Din a) rezultă că f(x) 2 f(0) &e' 2 x«l, Vx eR. 
1-x 


11 
xeR.b) lim(1+ /(x)) e. c) Din tabelul de variaţie rezultă Im f = ЕЗ . 
х?+1' xc 


6.4) f'()- 


І <0, Vx € R , deci f este strict descrescătoare. b) 


х 
МЎ аы 
^ie гы ух? +1 42 o à +1) 


Y x) = ———— Vx eR, deci f este convexă. c im f(x) - lim ANE 
асу m хє f | lin ina 


фы... 
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fa 

НТ Р +1+ 

dreapta у=0 (axa Ox) este asimptotă orizontală spre +œ. Apoi, lim 10) = lim% tity --2 
x>- x yo -у 


şi lim (f@)+2x)= lim (Vi ox) - tim ( Гу +1 y) = tim 


1 
70, deci dreapta 
mM ey d 


Z vVxeR\{~1 
, - s 
31(52-1) 


Deoarece lim f'(x)- —o şi lim f (x) =+% , conform unei consecințe a teoremei lui Lagrange, fare 
x-1 x- 


ecuație y = 2x este asimptotă oblică spre —о. 


8.a) Funcția feste continuă ре R , derivabilă pe R\{-1,1} si f(x) 


derivată, dar nu este derivabilă în punctele x = +1 si Г) =, 1) = +оо. b) Unicul punct de 


2 : 2(х7-3 
extrem local al funcției f este x 20. с) f ps —, Vx e К\{-1,1). Singurele 
9G? —1)у/(? -1) 


puncte de inflexiune ale funcţiei sunt х= ~] si x=] (vezi punctul a) ). 


1 ЭР” 2х +1 : 
Ё (х-- 1 Х)--2---2»0,Үх»0, dec st nvexă. b) Put i 
9. а) f(x) pom şi f'(x) Жү? х i f este convexă. b) Putem scrie 
Р(х) = In(x +1)—1ах , de unde obfinem cá а, bns Он) sna. 
n 


1 1 
с) Avem f(x = 3 » de unde rezultă cá b 21— 
á го a (2+1)? 3 (п +1)? 


10.а) lim Гбх) = о si lim f(x) 20 ‚ deci x 20 este asimptotă verticală la dreapta, iar y=0 este 
х X—00 


- 1. 


: ; 1-1 : 
asimptotă orizontală spre +œ. Б) /(х) = a x Vx > 0. Singurul punct de extrem al funcţiei f este 
x 
a 2Inx -3 : Е . : 1 
х=е.с) ух) = 3 Vx > 0. Obţinem că fare un singur punct de inflexiune, anume x = ee . 
x 


11. a) Se arată prin inducție matematică. b) lim f,(x) 2 0, deci У-0 este asimptotă orizontală la 
x>w 

graficul funcției spre —со. Graficul lui / nu are asimptote verticală şi nici asimptotă spre +оо. 
2 3 n) „pa n_ 

с) tim Л(а) + /,(а)+...+ / (а) = lim (p+p EP gf Je = lim р(р 1) ын. 

тэ» 7,(а) ээ рте? "(p-Dp" р-1 

12. a) x=0 este asimptotă verticală la Stânga, y -—x-—] este asimptotă oblică spre —0, iar 

у= х+1 este asimptotă oblică spre +оо, b) Funcţia f este continuă ре R\{0} şi derivabilă pe 

R14-2,0). Se arată că lim ГО) = —/г si lim Р) = уе, de unde, conform unei consecinfe a 

xi- x- 


teoremei lui Lagrange, rezultă că Jare derivate laterale in x = —2 si f, '(-2) = Ve, AO) = үе, adică f 


3x-2 3x-2 


nu este derivabilă in хэ-2.6) f'(x)- тэ» dacă х<-2 şi f'(x)-2- үгэ» pentru х»-2, 
х х 


x ** 0. Funcţia f" se anulează doar in Ху - Care este unicul punct de inflexiune al funcției f; întrucât 


7" îşi schimbă semnul de o parte şi de alta a acestui punct (faceţi tabelul de semn!). 
13. а) fü-0)- ғ) = f(1*0)-1, deci f este continuă în x-l. Cum f este continuă pe 
(0,1) o (1,00) (operatii cu funcții continue), rezultă că f este continuă pe (0, оо). b) Funcţia este 


derivabilă pe (0,1) U(1,c0), iar Fit) sil, dacă xe(0,1) si reia dacă x»1. 
х x(x— 


сой 1 і ivabilă în х= 1. 
i li Ч 1 (1) = '(1) = — ‚ deci f nu e derival 

lim / 05) -2 gi lim f (х) = 2' rezultă că f. (1) 22, 5,0) 5 

Сш x1 


1 
15 0 21» 
Inf) „In f(x) , (х + ах) -Ї ээр f as 
асло) = lime х-1 = e? , deoarece lim 1 - lig er 9|" iru 
с х | 
i E deci dreapta de ecuatie y - este asimptotă orizontală spre +оо. b) Deoarece 
14.9 lim 0275: pea 
-2x). 


1y i li =0. c) Avem g"(x) = ————; 
07002, ана o<a 3) ханаж 3 (2x? +3) 


1. 1 
i i i iei g sunt x, 2 ——- gi x, =—= . 
ИР. semnul lui g", obținem că punctele de inflexiune ale funcţiei g uem 2 


00-10) | 4. 
E х E d (0) = lim ————— —— -lim—— =]. 
fimo ln. с=ш= ==. ГО 2-0 Cii 

— este continuă ре R şi derivabilă pe R*, întrucât До) Şi fio. sunt funcții elementare. 
7) сї 


unctul a) rezultă cá f este derivabilă ре R gi este strict crescătoare. Cum lim f(x) s -1 si 
Din p 


. = 1 cá Im f = (-11). 

ое i i tă verticală la 
ер i li =+% , deci dreapta de ecuaţie x = –1 este asimptotă vertic 

16. a) lim f(x) -- şi lim f(x) , р 


imptotă verticală la stânga. b) РЕ — =, Yxe(-L1). 
dreapta, iar dreapta х=1 este asimptotă vertica A "e 


iei = 1 >1 avem 
Singurul punct de inflexiune al graficului funcţiei f este x=0. c) Pentru orice x 


x-1N 2x " = E in я : 
2 2 |х-1 i R 1+ | =el = 6 : 
Z0 an gym 4 21 şi cum lim ( "M 


х- х- : 
- acá a »1. 
rezultă că limita cerută este egală cu 0 dacă a «1, cu 2 dacă a —1, respectiv cu +оо 


In © 1 
1 А (1 + y) | | = lim —— = 0 
x 277 | In -]lim———-2|—|- m. E 
17. а) Deoarece f (x) = e^/? şi limin f(x) T Pg c 1) уз» у co] уэе у+1 


і izontală la graficul funcţiei spre +00. 
rezultă că lim /(х)=е° =1.В) y=e este asimptotă orizon gra 


1 1 
T3 a 2-0) [9] „үр =>. 
c) im (1-n 69) e im [xxn (1]-tim у? 0] ›02(у+1) 2 


х) = . t tc átoare (-1, | 51 strict descrescátoare pe 
18. a) fX ) э Vx 1 Func ia f este Strict cresc pe 0 


Дам, 
2 


(0,0) . b) Din a) rezultă f(x) < f(0) 20, Үх»-1, adică In(1+ x) < x, Vx » -1. с) lim " > 


—3x +1 ; 
ivabi (х) = „dacă х<0 si 
19. a) Funcţia f este continuă ре R, derivabilă pe R*. Avem f'(x) peg 


= im f (x)= i lim f'(x) = — , conform unei consecințe а 
Р) = T , dacá x » 0. Deoarece lim f (x) = + şi lim f (x) еб 
i 7,(0) = і ivabilă in х= 0. 
teoremei lui Lagrange, rezultă că /, (0) = + şi /, (0) = —© , deci f nu este p | be 
iei = 1 br == x dacă х< 
b) Singurul punct de extrem local al funcţiei f este rt с) (х) 2222 


m MATEMATICĂ- М1 


У(х)- Joa dacă x > 0. Singurul punct de inflexiune al funcției feste x = 73: 
4хух ' 
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ГО) 3х-4 


20. а) lim ZO) „| şi lim (/(x)- -x)= lim = =0, deci dre 
х-»0 d 5 
ER cxx +3х+4 x? n 


шаг 2 хэ 


de ecuație у = х este asi i ' 
пе y = х este asimptotă oblică spre +оо. b) /(х)- SERT Vu ҮХ? 0. 
VG? 43x44). E. 20 


E: Nes im Ve * Dr = 4) —X- 4) im 584 med 
(x1)? 


с) /1-1)- lim Ion. lim 


х-»-1 кыз — x2] — m =e “йл 
21. a) feste continuă ре R* (operaţii cu s continue!) si /(0- 0) = f(0) = (0+0) =1, а 
71, deci у 
25, х«0 25102, х«0 
este continuă ре К. b) Avem /(х) = 41-х, x € [0,1] si Ге) = т. x € (0,1) 
М1, x»1 5 i3 * 
“Үүний 


Folosind o consecință a teoremei lui Lagrange, deducem că f, '(0) = In2 7:(0) = ; VA 
5 s Ја Р 23 = -0 


şi f, (= +оо, deci x 20 este punct unghiular, iar x 21 este punct de întoarcere al pai lui 
с) Ecuația tangentei este y — f (5) = f (5)(x -5) o x-4 y+3=0. * 


22.а) y- f(0) - /(0)-х еэ у=-х+1 b) lim (б) = lim 3 1000 +1 " 
X> 
102 +3х? +1) + xy +3х? ты 


deci dreapta de ecuaţie у=] este asimptotă (orizontală) 1а graficul funcţiei fspre +оо. €) Conform cu 


а), limita de calculat este nedeterminare de tip [1°]. Cum (1) = [a +( f(n) -1)) уен |" 


si lim n(f(n) – 1) = lim nf} п? +32 + -(n+1)]= tim n 1 
ij TR 
VG? +37? +) + nn + 3и? +1+л? 


rezultà са lim n ( SMY set 


1- = ыс: 


23.4) /(5)-52 la. 


» Vx «0. Rezultă cà /(0- 9-7 dacă а-1, f(0—0)- о, dacă 


«1 
а $i f(0—0) = +00 „dacă а>1. b) Funcţia feste continuă pe R*. Pentru ca f să fie continuă în 
origine, din a) rezultă а=1. = 
Cum /(0+0) = lim(x + ре" )= b= f (0), rezultă că f este continuă in 


x»0 
origine da 
g că şi numai dacă a — 1 si b=, c) f, (0)-0 si PORET, nu este derivabilă în 1. 


24.4) f(x) &x «1, Vx<0,şi lim 9. ини lim f(x) = –о 


b) Deoarece lim 09-00) _ ,. 1 соѕх " x 
UEM "mean Cum PE шин Ын 


că feste derivabilă in х= 0 si /(0)-1. 


=] şi lim 
5 x40 


z | а“ 1 $ rezultă 
х 


Аг 2 -fQq) 21 


- Es 


n 


c) lim n( у (2 2)- f /()) = lim] £ 


п- ою 


-/(1/п2-102- 


1 25 a) Cu regula lui L'Hospital, 


lim nf (x)= im = 0—y=0 este asimptotă orizontală la 
xo хф 


(el) 


дабай Wi / spre өв. fett g, Vafo). Funcţia oR, 


«0, Vx €(0,o) . Rezultă că и este strict 


Ж —1п(х +1 te derivabilă 
pen ze аан др 


descrescătoare şi atunci u(x)<u(0+0)=0 pentru orice x 20, deci / (х) «0, Vx &(0,o) . Prin 
e, f este strict descrescătoare. c) Avem /(040)-1 si lim f(x) - 0. Cum f are proprietatea 


и(х 


jui Darboux $i este strict descrescătoare, rezultă că /((0,00)) = (ол) , deci feste mărginită. 
26.4) f(R)=(-,-Du {0} ы (1,00) , care nu este interval, deci f nu are proprietatea lui Darboux. 
Solutie alternativă: cum f(0—-0)--1 şi f(0+0)=1, rezultă cá f are în origine o discontinuitate de 


prima speță, deci f nu are proprietatea lui Darboux. 


vs) (2) en e) nete 


£9-19 н) а $i ip 03/0. lim {+ fe. deci f are derivatá in 
х x 


e um ic En x-0 ds 
x=0 şi /(0)=Ф®. 
UE AER PPR M E NR 4 
27.а) lim = lim |1+— |=1 şi lim (/(5)-х)- lim е 20-» y -x este asimptotă la 
хэ-ю Xx х-э-© хе кр Tm 


graficul lui fspre —o. b) / (х) =1+е* > 0, Vx eR — f este strict crescătoare = f este injectivă. 
Cum fare proprietatea lui Darboux şi lim (х) = +, rezultă că f(R) = R , deci feste surjectivă. 


з 
— 
ба 
~ 
= 
Б 
n 
«4l 
=“ 
о 
м 
E 


€) Folosind teorema de derivare a funcţiei inverse obținem: ( ГА “)0) 


28. а) |/(х| = х2 -lsin : Sx’, Yx#0= lim f(x) -0. b) Funcţia f este derivabilă ре R* si 


- f(0 гиа: 
f'(x) = мад! - ES , ҮхєК". Deoarece tim 0:700) = lim bend =0 (cu criteriul 
x x x30 x-0 хэд х 
majorării), rezultă că f este derivabilă în origine si. f (0) = 0. Aşadar, feste derivabilă pe R . 
€) Fie V o vecinătate a lui 0. Este suficient să arătăm că există a,bceV,a«b«c cu 
= „n>1. Cum іти, = іту, =0, 


Ww 1 : 1 
Уба) « f (b) > f (c) . Fie şirurile "n E şi Кт" si хээ — nom 


există un rang N 21 astfel încât u,,v, €V pentru n2 N. Luând a- uy, b -0 şi c = vy , rezultă cá 
fnu este monotonă pe V. 
29. a) Din faptul că lacte] «7. Vx eR, rezultă cá lim Pa ЈО) _0. Pentru а doua limitá avem: 
arcte 1 
lim xg(x) = lim ——= ERI lim SEE ad b) f" (x)+g' (9-5 


x» x 
1 -o. VxeR*. 
xo x уэе у "E41 


€) Conform unei consecinţe a teoremei lui Lagrange, rezultă că y + g este constantă pe fiecare din 
С, „XE (795,0) 


. 1 
inte " . . a 4 — = ză 
rvalele (—©,0) si (0,2) , deci există C,,C, eR astfel încât arctg x + arctg- | C, x € (0,499) 


Ш MATEMATICĂ – M1 


N 
^ 


_—_—_—_———— 
= ары : ял o. л 4 4 1 л 
Pentru х--15 x=1 obținem С, зэлэн C; За, deci arctgx-r arctg — = _-sen(x), Vx e ga. 


30. a) ух) = 28082397 


л T : л = | 
E СН! b) Funcţia «(o4 Jo Rus) = xcosx -sin x ” 


FE : л к А 
derivabilă şi u'(x)-—xsinx «0, Vxe o£). deci u este strict descrescătoare. Ca 
2 urmare, 


u(x)<u(0+0)= 0, 220 1). de unde rezultă са /'(х)<0, vxefo, z), deci f este -— 


descrescátoare. c) Deoarece f are proprietatea lui Darboux (fiind continui), este descrescătoare, 


rar ese (8) G9] 


31.4) f'(x)= =з Vx є(0,ю). Tabelul de variaţie al funcţiei este: 


=] 0 435 


— 1 ~ -00 
Funcţia feste strict crescătoare ре (0,1] si strict descrescătoare pe [1,o0) . 
b) Condiţia este echivalentă cu a 2 max f (x). Valoarea maximă a funcţiei este. /(1) =—1; rezultă că 
a e[-1,%) . c) Folosind şirul lui Rolle pentru funcţia g : (0,00) — R, g(x) = f(x) - т, din tabelul 
x 0 1 © 

gw |> -m-1 => 
obţinem că ecuația f(x) = m nu are soluţii pentru m e (—1,o0) , are o singură soluţie pentru m —-1 
(ре 1) şi două soluţii pentru me (-o5,-1) . 
32.4) /(х)- УЫ >-1=> f este strict descrescătoare ре (—1,0] si este strict crescătoare pe 


[0,2) . b) Tabelul de variaţie al funcţiei f este: 


Cum feste continuă, obținem că /((-1,00))-10,с0). c) Deoarece f(x)» 0 pentru orice х» 0, prin 
inducfie a, »0, VneN. (а,) о este 
а 


ин а„=-—Ш(1+ а„) «0, Vn €N . Fiind descrescător şi mărginit inferior de 0, şirul este convergent. 


obtinem Sirul strict descrescător întrucât 


Dacă a = lim a, trecând la limita în relația de recurenţă rezultă a = a -—1In(1+ a), de unde a=0. 


2x+1 


> 0 , deci fe strict crescătoare. 
Ух? +х+1 Е -х-1 A 


b) Întrucât f are proprietatea lui Darboux 51 im m f(x 


33. a) feste derivabilă pe R şi f'(x)= E 


= lim == m ; 


ший! ҮЙҮРҮ ЛҮҮ ҮЗ ШШ 


rezultă că f(R)=(-1,1), deci feste surjectivă. с) Din b) rezultă că x, e (11), Упє N . Cum x, «Хо 
$i f este strict crescătoare, prin inducţie se obține că (х,) 
mărginit, şirul (x, 1,4 


NEZ strict descrescător. Fiind monoton şi 
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este convergent. 


Ё 


| 


=Inx+1,9x>0> f" (х) =— V" 0, Vx »0, deci f este convexă. b) Existenţa punctului 

(х) =10х 

34. 9) / (x)= 
altă din t 

ĉn л atá de faptul că f' este strict crescáto 


asigur 


eorema lui Lagrange РЯ funcţiei f pe intervalul (nn +1], neN*, iar unicitatea 


are pe (0,2) . c) Avem f(n*D- fin- fc), de 
n 
n+l 0 23 „De aici rezultă că lim c, =%. 
z no 
unde Ca e n 


2 
В л тээг” 
şirurile a, -(2ялу о şi Ё, = (z+ 2л) = avem /(а,)-1-1 si 


a) Pentru | 
| 0, de unde rezultă că f nu are limita la ёо. b) Pentru orice x>0 avem 
-0-» 
e » - 1- cos 1 
f (0) __1-созух сов х | — РЕ EN CNN m y =. 
go. 2 „de un 4 хо (18) y30 у 


х-0 (Vx Kx) 


mii Li Уп ат" , de unde rezultá cá: 
2 2 


-vn 1 -» есі lim( f(n*1)- f(n))7 
ra rE NAA йт(/(п+1)- f (»)) 


n+ 
sin——————|- 
i lui Lagrange, pentru orice n21, există с, є(п,п+1) astfel 


Avem: Йи) 700 = 


zi2 


\у(т+1)-/(иИ]<2 
Solutie alternativă: Conform teoreme 

sine, тоса bținem lim (f(n+1)-/(n))= 
= fi! == „Întrucât c, — œ , obținem im 
-/(п) = /'(с„) 24 " n h 

Jx- (2- -1х) ,Vx»0. b) f 99» 0, vx e (0,2 ) şi f ух) < 0, vxele, ©) ‚ deci f este 

2 
2x 


2 


încât /(л +1) 


36.4) f'(x)= 


45 
2) şi strict descrescătoare pe le, oo) . c) Deoarece 103 2451n3 si 


„ы шб 35 «57. 
m3 = (513 şi, conform cub), f) < /(5) < ^ < e^ rezultă 45103 < 43 


strict crescátoare pe (0, e 


2 
2 .x 3, pentru orice x » 0. 


2Х- _ 
EBENE E aa 
Jarg ord eM (1+2) ++ +1 | 


mx а f(x) = жо, iar даса а= 


37. a) x" f(x) = 


2 
Pentru а<2 rezultá lim x” f(x) «0 , pentru e obtinem lin 


= i ă x--1 este 
i 2 ' - vx e (2,0), de unde obținem с 
а “со | йе i 
im" f()2 3.8) f'G) Ert: iz) 

Inegalitatea se scrie : 
singurul punct de extrem al fractiel f. с) 
Folosim apoi faptul că f (х) < 0, Vx > 0, adică feste strict descrescătoare pe (0,9%) - " 
38. a) f'(x) = (х2 + 2х)е*, Vx € R , deci punctele de extrem local ale funcţiei f sunt 0 si — 
b bons se probeazá prin inducţie sau cu formula lui Leibniz. 


1 -1 (9(0ү-- 
5/90)-530- )k-- 2 RU i аа РРА P (0)=3 


n-»o п? kal 
39. a) f'(x) = -A^ sin Ax, vxeR>x = 


= " „keZ sunt punctele de inflexiune ale funcției. 


n Н п) =0. 
п mud wo «Al 5,02 lim f ^0) 
b) Inductie dupá п. c) sau f (0) = A" sin 7 Л vneN|f ( y | am 


L 


af us es -35 e 705) < SO). 


ааачтаАаАТЫ К (АМ 


N 
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1 1 1 2 1 
40. =-————=——-——,‚\хєй\{—2,-1 -1---- ? 1 
а) Tin) (x-D(x-*2) х-1 х-2 гаг ( 155510) : уа” зе Obține 


2х+3 3 

1 К)| ==. b) у) = »ҮхєЁМ-2,-1-эх--32 este sin 1 
Lp n = (ба +зх+2/ cd 2 каш. 
extrem local al ж f (maxim local). 

(n) (Ун! (Ун. ,ҮхєЁМ-2,-1,УлєМ" , de unde rezultà 
c) f (x )= (х + Gp (x "n b că 

(= 3 ®()= lim im зя = ara tim bc d t-z) JA. 
lim ээ PU зєн ёл 2"! 2 з"! 2 


‚ e-1 , e-l 1 2 1 
41. а) Жаку? "M ке b) y'(x)- e ут) eue. 


1 
e 1 : : x 

Singurul punct de inflexiune al funcției f este x, = Е с) Ecuația este echivalentă cu £ -m =0. 
x 


1 


Funcţia g:R*-> R,g(x) = 5 —m este derivabilă şi g'(x) = — С^ +. De: 
Xx 


„VxeR*. 


+о 


-m |+о -т 


Cu şirul lui Rolle, deducem că ecuaţia are exact trei soluţii reale dacă şi numai dacă m e (0, 4e?) : 


-1 1 ; 
42. a) /(х)- Ж ех, VxeR*, b) Funcţia g:R*—R,g(x)- f(x)-m este derivabilă şi 


#'(х)= /(х)=” 


soluţii reale йн: şi numai dacă т є (е,оо) (vezi tabelul de mai jos!) 


T Vx € К*. Cu ajutorul sirului lui Rolle deducem că ecuaţia are exact două 


©) Ј(х)> 0, Vx»0— a, >0, VneN (inducție) — Si ее >l VneN-» (a,) 
a 


n 


crescător. Deci (a,) „ are limită. Dacă /= lim a,, atunci 0 « a, «ко, Dacă am avea | € (0,o)) , 
noo 


50 este strict 


1 
prin trecere la limită în relaţia de recurenţă ar rezulta că / — ke! =1 » ceea ce nu este posibil. Deci 
p 
"-] . 6-1 


x0 х 


-1. 


[= o, Prin urmare, lim(f(a,)-a,)- 


43. a) Deoarece (x) = x, Vx e (0,1) , rezultă că lim f(x) = lim х(1- x) =0. b) Explicitând funcţia f, 


х(1— x), x e[0,1) 

(x -1(2 - x), x e[1,2) . Se arată uşor că feste continuă pe [0,3]. c) Cu definifia, 
(x 2)(3 - x), x e[2,3] 

sau folosind corolarul teoremei lui Lagrange, se obține cá f nu este derivabilă în x =]. şi x -2. 


Obfinem Р(х) = 


а) Funcţia f este derivabilă pe 1-11) şi f'(x) =e" (sinx + cosx), Vx є [—1,1]. Si funcţia f" este 
ре [-1,1], deci f este de două ori derivabilă. Cum /(0)=0, /(0)-1, rezultă că f e M. 


derivabilă à 1%(1+ f (x)) In(1 )_ E FAON 
din (8008-6508 im 709) = 70) (m 
jj Rezultă © а а тауа) 1570) 
n-k 
: 170)-х"  /(0)-х n-k ki ЈО)-х « (29) | 
regula lui L'Hospital). c) Avem ——7— EP 7 гун уу, Q):x x 2 m 
fO TX. 8) Праца: MES ©) EQ w (cu regula lui L'Hospital) si 
Întrucât "m lim х? -11 хэд 2x 0 pex 2 
a £O) = tim 10020 = 10) -1 „obţinem ig O o £ P 
хэд Х-0 


lim x А 
^. a) Dacă xe Qo[-L1], atunci |/(х)|=|х]. Dacă хє[-11]\@0, atunci |/(х)|=|хЁ<|х|, 


— | x | (1-1x P) 2 0, Vx e[-1,1]. b) Deoarece 05|/(х| 51Х|, prin trecere la limită rezultă că 
înt 
gi. Dies sate UE 109- 700) 709, 


lim /(х)=0= f(0), deci f este continuă în х-0. = : 
хээ! 


T i 
Considerăm sirurile de termen general х, m b de ambele convergente la 0. Deoarece 


lim g(x,) -1 si lim #(у„) = 0, folosind criteriul cu şiruri pentru limite de funcții, deducem că g nu 
n n2 т 
are limită in x = 0, ceea ce este echivalent cu faptul cá f nu are derivată in x -0. | 
46. а) m f(x)=0, deci y=0 este asimptotă orizontală. In plus, lim f(x) = —, lim РО) = +о, 
л 1 
ki(x-k Ё 


(n -1,n), (п, +оо). 


adică dreapta х= k este asimptotă verticală, k = La. b) f(»)2- <0, deci f este strict 


descrescătoare pe fiecare dintre intervalele | (—,1), (1,2), (2,3), ..., Intrucát 


(0-0,1) = (0,0), f (Gk +1)) =, pentru orice k 2-1, şi /((л„+оо)) = (0,99) , rezultă că 
ecuația goa are n soluții dacă a#0 si n-1 soluții dacă a=0. с) Deoarece 


У) = 15 


urmare, f" "m şi, cum f" este funcție continuă, ecuaţia f'(x)-0 are o soluţie pe 


„rezultă că f(&+0)=+o gi f(k+1-0)=—o, pentru orice Е=1,п-1. Са 


fiecare din intervalele (k,k +1), k 21,n —1. Aşadar fare n—1 puncte de inflexiune. 


47. а) f (х) = x D «0, Vx » 0— f este strict descrescătoare, deci este injectivă. Cum f este 
descrescătoare, are proprietatea lui Darboux. Din /(0+0) = +о si lim f(x)20, rezultă cá 
Im f = (0, +оо), deci feste surjectivă. b) (£7) (In 2)= EIC - та --2 

9 /(ху=щ(х+1)-1пх,„Ух>0=>и ал т ийн mE (V)nz1. Rezultă că 
x Ё E ЫГ T [2]- хэв E Pi 


1 = t 
48. а) Ј(1+0) = о х=1 este asimptotă verticală la dreapta; lim f(x) =0=у=0 este 


эг. 
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asimptotă orizontală la graficul lui /ѕрге «со, b) AOL s j^^ Vx»l. 
x^-1 
ч T 1 -1 k+l 1 n+l n+l |. 
Su к) = In 1- — |- In E = in—— > lim $ =- 
9s у=); e) im ne. 


49.4) / (9 - — s 


„x €0; Funcţia feste strict descrescătoare pe intervalele (-с,0) si (0,1) si 


19 


este strict crescătoare ре (1,90). b) lim nf (x) = ©, lim =œ, deci f nu admite asimptotă la +0. 


Cum lim f(x)=0, dreapta y =0 este asimptotă bonn spre +оо. Deoarece lim f(x) = -o si 
x>- х10 


lim f(x) = +9, dreapta x = 0 este asimptotă verticală. c) Pentru orice n e №, există c, e(n,n+1) 


Зав 


(teorema lui Latina). Cum n «c, «n *1, deducem 


aşa încât f(n+1)- f(n) = /(с,)- х 2 


п 23 Ci n+l 
(azi. < larie < M - . Folosind criteriul cleştelui, rezultă că lim n? (f(n*)- /(п)) = 
(141) €, n n-o 
50. a) f este continuă pe R* (operaţii cu funcții elementare!). Cum lim Јо) = = =1= f0), 
хэ! 
rezultă că feste continuă şi în origine. Prin urmare, f este continuă ре К. 
0) , -х-1 206 - я a tara 
b) f*0)- im 0270 = ) — tim абы ла. ЫН zip жаш. c) Funcţia f este derivabilă pe R 
x0 х? 0 x20 2x 2 
-— -e +1 1 1 
şi /(х)=——————,‚ dacă x 70. Aplicând teorema lui Lagrange pe intervalul er ‚ rezultă 
а n+l п 


"E 1 1 A 1 тү d е ИИК. 

ca există Ды өсөж Д РД Hn 
. 1 1 
ви"(41)-(54)) mne 


51. a) f(x)-0, Vx»1— lim f(x) 20. b) Pe mulțimea 4- ву...) ‚ care este 
хо п 


153) . Atunci 


1 "NT ын 1 
= pentru că c, —0 şi lim f (c, ) = lim f (3-7. 


reuniunea de intervale deschise, funcţia este nulă şi, prin urmare, continuă şi derivabilă. În punctele 


1 . : "s 1 
5 (ne N*) , f este discontinuă deoarece limitele laterale sunt nule, iar valoarea funcţiei este — . 
n 


Studiem continuitatea în punctul x, =0. Pentru orice хє avem |/(x)| x], de unde rezultă că 
lim f(x) = 0= /(0) , deci feste continuă în origine. Aşadar, feste continuă pe mulţimea AU (0) . 


Е : 1 : M 
c) Nefiind continuă cu punctele — , funcția f nu este derivabilă în aceste puncte. Arătăm că f nu este 
n 


derivabilă în x, =0. Pentru aceasta considerăm şirurile m cb apo si ndi у, Cum 
n n 


1 
/@„)-/(0) 579 g 4007/0) 0-0 
и,-0 lo и,-0 и,-0 
п 
origine. Deci f este derivabilă pe А. 


= 0 —› 0 , deducem cá f nu este derivabilă în 
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N 
4 
œ 


| 


2.4) lim /(х)-0-»у-0 (аха Ox) este asimptotă orizontală la graficul lui fspre +оо. 
x9 


( х)= 2675 (2x - 1), ҮхєК- „2 sunt punctele de inflexiune ale functiei f. 


| b) Р 
га inducţie după п se arată că f (арын (3e „unde P,:R —R este o funcţie polinomială 
c) Prin . | | e" f (x) _ Р(х) Ta 1.2 
de grad nou coeficientul dominant (—1)" -2” . Prin urmare, lim Jur NN Le. 


) f -0)2 о si f(1+ 0) = ко x =1 este asimptotă verticală la stânga si la dreapta. 
53.4, 
. 10) =1 şi lim (f(x) -x) =12y=x+1 este asimptotă oblică la graficul lui /ѕрге +оо. 
ШИ Е me 
-2x € А 
fl , Vx e R\ {1} . Tabelul de variaţie este: 


din ... 
Punctele de extrem local ale funcţiei f sunt 0 (punct de maxim local) şi 2 (punct de minim local). 
1 А . . B . (п) = (-)" n ! y. 1 t 
c) Funcţia и: к\п > R,u(x)= = este indefinit derivabilă şi и" (х) слу" y x «1, pentru 


orice n e N* . Având în vedere că f(x)=x+1+ u(x) , oricare ar fi х e R\ {1}, obținem: 


c» 
ЗӨ чэн ЭРЭ ая шинэ авч 


ш. , Vx > 0. Valoarea minimá a functiei este 2, 51 se atinge in punctul x 21. 


54.4) /(х)- 
b) f'(x)- $0; Vx»0— f este convexă. c) f(x)»9. Vx»0-a,»0, VneN. Deoarece 


: -— эш ci 
La. > 0, Vn є №, rezultă şirul este strict crescător, deci are limită. Dacă / = lim a, , atun 


а 


аы 


1 
0</< +0. Nu putem avea ГЄ“, pentru că ar rezulta 1- Ie. adicá 179 


f(a,) 23 infi en 
no а, 


‚ сееа ce пи este 


posibil. Deci / = +оо şi atunci lim 


no a, 
55. a) lim £O D ан x +3х2 +4х+3 =1.b) /(х)- 3x! 41» 0, Vx e R , de unde rezultă cá f 
х-эс fe» х-э® vx 


. : 5 = +оо, rezultă cá 
este strict crescătoare, deci este injectivă. Cum f este continuă $i lim f (x) , 


5 — : : А orice 
f (R) =R , deci f este surjectivă. In consecinţă, f este bijectivă, deci este inversabilá. c) Pentru 


а 
X»]l avem (х) sx Mx e x si Ff) e x QI - afi) «х. p este 
crescătoare, rezultă Ax -1< f^ (x) es E Vx »1,deunde lim Ie 


ls... 


ln x 
m 

56. a) Aae E 21 5 . Inx ЭР” 

х i x, V. . I --5-0 = 

Er x»0.Cum Jim E $i liminx ®©, rezultă ca 

hx 

пету] ү -i Эвт 
Um кє = y 7! si lim 0)-4)-с, 


mel х , 
b) дай 1)» э/0)- уь){# =») e fü) 271-0 2 аел — 
х х * 


с) Conform teoremei lui Lagrange aplicată funcfiei f pe intervalul [x х41|,х»0 


А > există 
с,Є(х,х41) astfel încât — f(x41)- f(Qx)-f(c). Calcul i 
"m ám ? 

1 юх . . in (x). Deoarece 
limx* = lime: =е0=1 gi jig X *l-Inx _ 1 dnx 
lim Hm si lim 3 7 lim ДАР и =1, deducem că lim а) =1 | 
Întrucât lime, = 00 , rezultă că tim (Лос) /(х)) = lim f (c,) = lim /'(х)=1. 

i EE). e 1 1— cos! 
57. а) lin ——-1 ==1 şi li -x)=-ļi COS, 1-соз 

хэ= x e im dis lim (/(%) х)= Jm 1 E y P 0m yx este 


x 


asimptotă oblică la graficul lui fspre +оо. 
b) Din teorema lui Lagrange aplicată funcției f pe intervalul [x,x+1], x>1, rezultă existența unui 


punct c, є(х,х+1) astfel încât fG*0)- ЛО) = f(e). Сит (х) = cos 1. Lui! si баа 
X x x x 


entru x »1, 1 ' 5 1 i 
p rezultă cá 0< f'(x) «14. 29 2 pentru orice x »1 , de unde se obţine concluzia. 


с) Aplicám din nou teorema lui Lagrange funcfiei f pe intervalul [n,n41], n2]; există 


4, є(л,п+1) astfel încât f(n*1)- /(п) = f (dj). Сит а, = о, obținem сй 
lim (/(n+D- /(л)) = lim f(d,)= lim f(x) =1. 
im / (9 
58. а) lim —-— =] si [i -x2 2:45 i i 
гж şi lim (f(x) х)= утуе *^j este asimptotă oblică a graficului funcției f 


" л : 
spre +оо. Asemănător, dreapta у= x EC este asimptotă oblică a graficului funcţiei fspre —o. 


5) Funcţia feste derivabilă, bijectivă şi /(х)-14 ! d 0, Vx € К. Aplicând teorema de derivare 


— Я 
s(a) 70 


€) Avánd їп vedere cà f(x)» 0, oricare a fi x>0 » prin inducfie obtinem а,»0, VneN. Din 


a funcției inverse obținem: ( ТЭ )( * =) = E 
3 


жата, = arctga, > 0, Vn e N, rezultă că şirul (а„) este strict crescător, deci are limită. Fie 
l = lim а,,0<1<+о. Dacă JeR » prin trecere la limita în relația de recurenţă obținem 
l=] сагс! , adică / =0 » contradicție. Deci / = оо. 

59. a) Din relația а, = а„(1-а„), prin inducție obținem a, e(0,1), vne №. b) Avem 


a -g = 2 * 1 
n4 а, = -а; «0, VneN > (а„) este strict descrescător. c) Fiind monoton şi mărginit, şirul 
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a e 1 -1 А OPNS 
( Hu ste convergent. Fie а= lim a, (0<a< 1). Trecánd la limita in relația de recurenţă rezultă 


N 
{л 
о 


р а 


m are proprietatea lui Darboux si lim f(x)2 += f(R)-R- f este surjectivă. Cum 


(х) 236 +1>0, oricare ar fi xeR , rezultă cà f este strict crescătoare, deci este injectivă. 
uzia se obține din faptul că f este bijectivă. b) Cu teorema de continuitate a funcţiei inverse 


Conc! 
ин f^ | M ) — f~ (1) 21. с) Folosind teorema de derivabilitate a funcţiei inverse avem: 
FOTO ЖҮ 1 l 
= lim n = (fa 
ipi - ia т 700-003 0) 4 


61. a) Deoarece ГА х) =1+e* >0, Ухє К, rezultă cá f este strict crescătoare, deci este injectivă. 
lim f( х) = to şi f are proprietatea lui Darboux, deducem că f (R) =R , deci funcția este 
Cur х-эїю 
n+l 


surjectivă. Funcția f fiind bijectivă, oricare ar fi n 21, există x, €R astfel încât f(x,) 


: : . x 1 Ё 
p) Folosind continuitatea funcţiei inverse obținem lim x, = lim f (21 =f '(1) = 0 . Pentru orice 


r-o 
п>1 avem mu-—— n — 


1 L.. d 


бт, (уо) x 


c) Propoziția se rescrie sub forma e'-(a-1)x-120, Vx eR. Considerând funcția в: Е э К, 


. Din teorema de derivare a funcției inverse rezultă 


g(x) 2 &' - (a-1)x-1, avem g(x) 2 g(0) = 0, Vx eR , de unde, conform teoremei lui Fermat, rezultă 
că g'(0) 20, adicá a — 2. Pentru a=2 obţinem e* 2 x «1l, Vx € R , propoziţia adevărată. 

62. a) х-1< f(x) Ex «, vx eR lim f(x) = +оо. Cum fare proprietatea lui Darboux, deducem 
că f(R) = К, deci feste surjectivă. Apoi, / (х) 214 cosx 2 0, Vx eR = f este crescătoare. Dacă ar 
exista a <b astfel încât f(a) = f (b) , atunci f(x) = f(a), Vx e[a,b], de unde / (х) 20, Vx e[a,5], 
contradicție. Deci f este strict crescătoare. Concluzia se obține din faptul cá feste bijectivă. 


1 f : 
b) Din continuitatea funcţiei inverse, avem x, = f^ Ө >f ' (0) — 0. c) Cu teorema de derivare а 
n 


-1(1)— r-!(9 1 1 
funcţiei inverse, obţinem: lim nx, = lim шө Е Ы" yo = Жей { TO E 


no no 1 
n 


L 1 
63. a) lim C) -tin(1 «09-1 me-2. b) Сит f'(x) 214 —— > 0, Vx 2 0, rezultă că f 
x30 x x30 x41 

este strict crescătoare, deci este injectivă. Întrucât f are proprietatea lui Darboux (fiind continuă), 
f(0)-0, lim f(x)=æ şi f este crescătoare, rezultă că /((0,00))-10,00), deci funcția este 

x : 

Surjectiv&. c) Funcţia f fiind bijectivă, rezultă că şirul (а,),,, este bine definit. Demonstrám prin 
inducție că a,»50,VneN. Într-adevăr, din ipoteză avem ау >0, iar dacă а, >0, atunci 
au =f'(a,)>f"(0)=0 (pentu că f™ este strict crescătoare). Din faptul cá 


а, = a, =in(1+a,,)>0, VneN , rezultă că (а,),,, este strict descrescător. Fiind descrescător 51 
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Ёс 


„—_———— ————э ————— — PHÓ 
mărginit i i j 
rginit inferior de 0, şirul este convergent. Dacă / = lim a, (0</< со) ‚ trecând la limită în relația q 
n е 


recurenţă rezultă 


1+In(1+D=7 de А | 
, unde obtinem 1-0. р s 
аш а 7L In(1 a,, Jana deducem cá lim an -141e-2. 
n+l n+l n9 Д, 41 
Solufie alternativă. Cum a, 0, lim Z^. = lim PACA lim "nom 2 
nq a 79 Qua хэд x = 


64. a) Imaginea funcţiei x — log; x, хє(0,о) este R , de unde rezultă că Im(f) =Z. 

b) Avem: f(x)» keZe»xe keg" Deoarece /(2* -0)= k-1 şi rz +0) тга 
este discontinuă in fiecare punct al mulţimii [z |k eZ). Din faptul că /( jareta, 
rezultă că f este continuă pe (25t, keZ . Prin urmare, mulțimea punctelor de continuitate М 


funcției este (0,0) (2^ |k eZ] . 


1 k 
: — <<? S - N i inui 
c) Avem " 2 <loke| n,0] Z. Punctele de discontinuitate ale functiei f din intervalul 


1 11 1-1 

--,1 1 —,—— = } 

Ё | sunt gogo Rea di т, = G) i-i) 
2 


1 


а 27 
65. а) Cum n"(f(n*1)- f(n EM L E € 
( (n*1)- f( ) SERO p o8) , rezultă cá limita cerută este 
1 1 
egală cu 0 dacă æ «—,culd =— si L ЭРТ : 
2 u 1 dacă a 3 şi cu +оо dacă т> 58 5) Funcţia f îndeplineşte condițiile 


din teorema lui Lagrange pe intervalul [k,k +1], ke №. Atunci există c, e(k,k+1) astfel încât 


k + k . k € (k,k + 1) > rezultă < < " de unde obtinem 
C, Ck 


277" fü) aL -gaad dd 1 
(к +1)-/( )+-=.9 Pan s n«l-4n)- Dg e 


(лб) л) Уст 


, este mărginit inferior de —2. 


К-1 


deci (x,).., e strict descrescător. Din b) rezultă şi f(n41)— f (1) 2 
кі 


Ргіп штпаге, х, >2(Уп+1 -4n)-2»-2,vn21 , deci şirul (x, ) 


2 
66. a) аа f este derivabilă şi f'(x)- 3(x2 «1» 6, vx €R , deci f este strict crescătoare. Cum f 
M ЧЕ si lim f(x) = +оо, rezultă că f(R)- Е, deci f este surjectivă. Funcţia f fiind 
bijectivă, pentru orice 2 є Ё există un singur număr real u(A), astfel încât /(и(х)) = A . De aici 
rezultă că Е f.b) P: teorema de derivare a funcției inverse rezultă că и este derivabilă pe R si 
u V Яс) aciei ot . €) lim T “03261173” 

67. a) Demonstrám prin inducţie. Conform ipotezei avem a, є(0,1). Dacă a, € (0,1), din relația 
аы 71—-a,(1—a,) , rezultă că а, € (0,1). Deci a, є(0,1, VneN*. b) а, -а, = (а, -1) >0, 


Vn 2:1, deci i ii 
» deci (a,),,, este strict crescător. с) Fiind monoton și mărginit, şirul este convergent . Dacă 
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ХЕ 
N 


| 


эн 


2 2 Р 
trecánd la limitá in relatia de recurentá obtinem 1-2-4141, adică ( -1) =0, deci 


p- =”, 
n 
l-an ; 1-а; 1-а, 1-a,4. 17454 d 
d 1 = obținem а,а„а„=- 1 „бам 27078. de unde 
үед, Din ө ern, $ paraan “ЛА Ta, ^ d-a, l-a! 
20. 


zat cá lim (21/42) 

68. 9) în orice punct xo € R* avem lim f(x) = f); deci f este continuă pe R*. Cum 
k хх 

ян 414, pentru orice x e R* , rezultă că lim f (x) =0 = f (0), deci f este continuă si 
х х= 

cine. D) Piti AU az. gin s, Vx c R* . Cum funcţia x —> d. x c R* nu are limita in xy =0, 

în op х-0 il 

rezultă că f nu este derivabilă in acest punct (nu are nici măcar derivată). 


9 V (o sb, vxeR = КИЫП (x <h|, УлеМ» ((х]) „ este descrescător. Fiind mărginit 


nvergent. Fie [= lim |х, |. Întrucât feste continuă si f(x)» f(x) Vx eR. 


син > 


inferior de 0, şirul este co 


етш că lim Xa = lim /(х„)= If (I, = 70) 


69. a) f'(x) =- +2пх-2,УхєЕ f? (x) ^e" *2n >0, Yxe R= f, este convexă. 


p) Arătăm că ecuaţia f,(n)=0 are cel mult două soluţii reale 
are trei soluții reale a<b<c, aplicând teorema lui Rolle funcției /, pe fiecare dintre intervalele 
[a,b] si [b,c], аг rezulta că există ae(a,b) si В є(Б,с) astfel încât fi (а) = f, (8)=0. 
e funcţiei fẹ, pe intervalul [0, 51, obținem că există y e(a, P) astfel 


si distincte. Într-adevăr, dacă ecuația 


Aplicând teorema lui Roll 


77 1 2n = 0, contradicţie. Se observă cá 0 este soluție a ecuaţiei. Cum 


încât f;(y)- 0, adică e 
XE CS d ТЕ тт. ККЕ 
Í, () = + n — | -—<0 şi 4 \- e n >0, continuitatea funcţiei f, implică faptul 


n 


că pentru fiecare n 21 există x, € Pos astfel încât f, (x,) - 0. 0) Din f(x,) = 0 obţinem 
n n 


= 2] 


e 
пх„=2+ 


„Întrucât x, — 0, rezultă cá lim nx, 73. 

—X m n0 

70. 4) f (x) e m +19 ‚ Vx» 02 f, este strict crescătoare = f, este injectivă. Întrucât 
x 


(0,ю))-8, deci f este surjectivă. 


Funcţia f, fiind bijectivă, există un singur număr real x, >0 astfel încât f,(x)=0. Cum 


Л(0+0)=- si f, (1) 21, deducem cá x, € (0,1). b) Dacă ar exista n21 astfel încât x, 2 Хуа» 
= 0, absurd. Deci x, 5 Хаа» Уп>1. 
. Din cele de mai sus 


f, (04 0) = —o, lim у(х) = +о si f este continuă, rezultă că f( 


: 1 

atunci 0 = х" +1пх„>х„ +D Xps Z х" + хн > Xari TIN Xe 
Е А NE PS UNS 

с) Fiind monoton şi mărginit, şirul (x,),,, este convergent. Fie À lim й 

O< A <1, deoarece x, <А „rezultă x, <А" şi 


(4" +1) > 0, adică 4 21, absurd. Dec 


deducem că A e (0,1]. Presupunând In x, «In4 ; deci 


0- x" + Inx, < A" + In , de unde In = lim i lim x, 21- 
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Tema 3.2. Primitive. 
1. a) Ех) 2 (2x +1)e2 — 2(x* + x 1)e™ = f(x). 

b) Cum F '(x) «0, VxeR— F este strict descrescátoare pe R. 
o) F'(x) - (-4x)e?* - 2(-2x2 - 1)ег = (4? -4х+ 2)e2 > 0, deci F este convexă ре R . 

2. a) F'(x) = (ах-2)+э/х1= f(x), Vx €(0,4o0) : 

Ух 

b) Fie С o primitivă oarecare a lui f Deci G' (ap (х)>0, vx e (1,2) = С este crescătoare 
ре (ко). 

3. a) Se verifică că F'(x) 7 f(x), Vx eR. 


b) Fie G o primitivă oarecare a lui Л G'(x)= 5 ? 0, Vx e = С este crescătoare, 


+1 
€) Fie G o primitivà oarecare a lui Л din Б) g este strict crescătoare, deci este injectivă. 


G(x)- F(x) a, deci ImG 5 г + a], deci G nu este surjectivă. 


d) Е'(х) = —— _. =0>x= -i punct de inflexiune. 


(à +х+2) 
4. Р(х)-е (x +3х+а)>0, МеВ а=9-4050-ае|3а). 


b) im ECF) 3F()- e(4*a) 1 acc m. 
xi д? 2 E 2e 


c) Ecuatia F i = 0 are două soluții distincte, deci 


азе A=13-4a> 05a ы). 


5. o). im T C)-P(). o) ас 


x30 
b) Е(х)20, VvxeR—a»0 şi A -16- 4a" x0. Deci ає[2,+) 
c) P) PG) е (oa +2җ(а-2)+4-а) cu A=16>0. 


Е _ 1 a 1 
6. F'(x z3"*(q- In3—bIn3) = 37% ‚== dre Чрни ну 
(х) ( ах ) x2 >a 13 ТЕ р 


7. Е'(х)=а/3х+1+ ax+b 3x+1 => 9ax+3b+2a=6 2 =>, b= 
(x) N, ( uu ax *2a- sa as, 


оь 


8. a) im C) A0. T )-32, 


xl х? 


b) Е(х)= f (x)= xi 1, deci fe strict descrescătoare pe (-1,0| si strict crescătoare pe [0,+%0). 


с) Е'(х)= f(x)» (вав) Ы тї 


2 в. "mn 
Sax? * (4a* 3b)x + 2b + c= 2х? +2х= а=, Pup um 
А F(x], | 222 
а) im POT. CO pla dm, (8 
9. хі х- 


F'(x) аш®х+(Ь+2а)}пх+Ь+с=ш? х= а=1, b=-2, c=2. 
F( ) -2axcosx - sin х(ах* + b) + c(sinx + xcosx) =x sinx > a- 1,07 c,2a« c - 0, deci 
10. Ё х 


=2. 
E: 28 admite primitive şi cum nu poate avea discontinuități de speța I, ea trebuie să fie 
11. Functi 


continuă, deci /,(0) = f (0) = /,(0) a7 521. 

Funcţia f este continuă pe RVZ . Trebuie arătat cá f este continuă într-un punct oarecare лє. 
12, Func нэгэ) p з (а п\= 

/,(п)= lim(x-(n-1))(1 -[x-(n-1)]) =0; faln) lim(x п)(1-(х п)) f (n) 

de unde rezultă continuitatea lui f, deci f admite primitive. 


Funcţia f este continuă pe IRMZ. Arătăm cá f este continuă într-un punct oarecare лє. 
„Fun 
= +2х)т 


fn) (x (n) C290 


=0; 


i (ed ш, = 0, de unde rezultă continuitatea lui f. 
Ха (п) = lim(x -n)cos —7— =0; f (n)- 0, de un 


14. Dacă F este primitiva unei alte funcţii f :R — К, rezultă că F este funcție derivabilă. F este 
4x! 41 pentru x « 0 
continuă pe R. F'(x)=4 2x 
i i ivabilá. Din 
15. Dacă G este primitiva unei alte funcţii g: R  R , rezultă cá С did n. derivabi 
continuitatea in x, =1 găsim 9-1, iar din derivabilitatea in x, —1 găsim a - 0. 


„deci a=1. 


+a pentru x » 0° 


inui î = i 0, iar din 
16, Funcţia F este derivabilă pe R. Din continuitatea în Х,-0 găsim a=c 


derivabilitatea in x, =0 găsim 5-1. т 
' (1)=а=Е,'(1)=0=—Ь=1. 
17. F este funcţie derivabilă. Е,(1)=а+Ь = F,(1)-1. Е',(1)=а= Е,'(1) 


18, /,(0)=0=/,(0)=% si /',(0)=а-1= /,(0)212 a2. 


1пх 2 0 pentru ae 0,40) , deci funcţia f admite prm tive entru а € 0 i 
19 Avem lim x ( 


arctg x ЕГЕ 
| 20. а) f(x) - x? aii admite primitive pentru 7(0) = lim у (х) = 


| f(0), x «0 | 
К к... en inuă) si х)»0, Үхє 
| b) Pentru f (0) =1 funcţia admite primitive (pentru că este continuă) şi f ( ) 


| (pentru cà x şi arctgx au acelaşi semn). 


Ш М.АМОКОМАСНЕ * D. SERBÁNESCU * M. PERIANU • С. CIUPALĂ * F. DUMITREL 


256 


F(x) 


с) dim п = lim /(х)=о. 


21.a) f este continuă ре (0.4) şi ре  (—0,0]; 
fa (0)- lim(xInx + sin x) = 0. Deci feste continuă pe В. 


b) f este continuă pe R° (funcţie elementară) si li = I. 
) si lim f(x) = 1 lim E 1- f(0), deci f este 


continuá pe R , deci admite primitive. 
c) f este continuă pe (0,+ю) si pe (—9,0] ; 7,(0) = (0) =0= у, (0). Deci f este continuă р 
е 


К. 


22. lecare dintre funcţiile are câte un pungig de discontin eta 
Fi uitate de s - i 9 
it ju a I-a, deci nu admite 


a) 7,(0 )- 70s f, (0) 21, deci x, =0 este punct de discontinuitate de speța a Га. 


Pentru b) x, =2 şi pentru с) x, =0 sunt puncte de discontinuitate de speța a I-a. 


23.4) |(/(х)+ (х) гасе". у(х) +С. 
b) fre ) aeg c 20) £D. f(x): arctg x4 C. 


д 9260) = [дынын NIC 


d) СТЭХ (х) cosx- f (x))dx = /(х)- 8 ах-С. 
е) ет 


e f(x)- 
PF f*( Qu 18-10) 


о [(7 f'(x) ibn i^c. 


24.4) |(f"( (х) ее. у(х) +С. 
9 f(- m 9. Р(-х) +С. 


а = [EP he) LL PO, с 


с) 


9 До) О) т) = у'(х)у(х)+с. 


o ШОО) (Р _ ro) 

) 70)/0)-07 0), 

Пя о) 
-3h(? 4) +С, 


7,09) = (0) =0, іар 


uw -4)ьс. 


50) = = Áo 


p) Fie Fa о o primitivă a lui f, ; Fa! (Ja 


х“ 
T 20, Vx € R , deci F, este injectivă. 


lim F,(x) =+0 şi 


16 х 

2 

= x* —4+ > Ё,(х}= 4x + Barctg хєс, ce R. 
х? +4 « ) 3 


4 
x 
fo) = х? +4 
tim Fl х) = –о şi cum Ё: RR este continuă, rezultă surjectivitatea. 
c) Fie F o primitivă oarecare a lui f, . Dacă n este număr раг F'(x)- /,(х) 20, Vx eR Е 


Dacă n este impar F'(x)»0, Vx e (0,49) şi F'(x) «0, Vx є (—9,0), deci F nu este injectivă. 


26.a) Fie F o primitivă oarecare a Іш fi. F'(x)= f(x) = F'(x) -Inx «120, velie] 
e 
1 
este convexá pe | 5 
1 
= Н.в-Т- 
х 1- 


T m )}ж=х-зщ(х+зу+с . 
х+3 


9 Бос 


27.4) |/(х)фс- Ae - 


х? 9 x? 
[%(х)&х= x; i) =--3х+9щ(х+3)+С. 


4 
b) Fie F, o primitivă alui f; F,'(x)- == 20, Vx e (—3,+®), deci Е, este crescătoare. 


с) Fie Е, o primitiváalui f, ; 


F,'(x) 2 х" PTS ai vx є(—3, 0) ээх" >0 Ухє(—3,0)=> n este număr impar. 
x+ 


28.4) |/,(х)ёс- | “фс--е" +C; 


үш M d Lec. 
е 


|л6)-л04) 
5) цэнгэх олжачан dei R (I) 1-5. 


€) Fie F o primitivă oarecare a funcției 
2011 Р. i 
Jan > F'(x)- m dou «0 Vx e(-,0), deci F este concavă pe intervalul 
e 


(—=,0). 


d) Fie С o primitivá оагесаге a funcfiei 


J'n (x) = 


f, б'(х)= /'„(х) uU >0 Vx €(—,0) => n este număr par. 
€ 


ш MATEMATICĂ -M1 
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tn 


Tema 3.3. Funcţii integrabile 


1. a) fo ey acm teas 1422, 


0 0 5 3 15 
ы а= 
0 


2 2 
1 


x 2х +х 213 16 
Jp o2 ex) UNA 


2 
0 


Ё +х+1 


ata. 
х 2 


с) 


2 2 215 2 a 2 
+х+1 2 
à Ё То мин ao э 


o rj one). 


x42 


1 
? hes 
8) Е выт БН 1 
0243х-41 3 03: 


ЖЕКИ. _3 
2. a) Je~ )ж= ;-(е-1)=>-е. 


— | = + 
0 2 №3 о 1n2 3Ь3 
1 2 27 1 
4) 2% 227% ” + " 20. 
1 ш2 №2 7 


1 
3 а) A ы {рх!=7 
Аа — 


| х= х-2| 1 
id ---ln3. 
Ie 4 гт! а" 
1 
х+1 1 
c = _1 л 
) Is Zi zri «yr + arctg x [= ;5247. 
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N 
щл 
© 


E 


43 
= Т. 
6 


2 
x 
— + 2arctg x 
meus) 


* 
— 
ч 
ч 
N 
+ 
| 
-—& 
"арч 
ч 
+ 
х 
м 
+ 
E: 
Ш 
LN 


E . 


t] 
о реза" 


i l 3 
Lx ги | 5144 3, lu 


3х? +1 


9 ia^ 
1 
4 | (н) ассан! 


kox4l "tox 
dx = dă | 
| of x +1 | x +1 ovx +1 
3 3 3 2 
х+2 х 3 
4) 2 -| 2 «+ E 
iNx'-1 2Nx'-1 2 


i 3-4 
Jeu вае] = 242 - 43 + 2in p 
2 2 2443 


- 


1 1 
2 3 2 1 
1+х des | 
0 


^01 
dx = 
i i4-2 14-32 


E 


| : ж! int ын m 
e IE uem | 3 


1 
=0. 
-1 


de hie denn 


х 
а) [sin x = 2. 
0 


х 


2 
b) [cosxdx 21. 


-z 
T 
4 


€) jaa = -In|cosx] n : 


ф-х- | + In (x? + 1), =v2-1+m0(1+v3) 


1 
= dh = arcsin x |2 -41- -ef= 


..a. vnaariră (АР 


N 
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D Р 
4) [св хф = ш(зіпх)| = in V2 . 
ч 6 
ыг 
4, 1 E 
9 |h =-ctgli=-1+v3. 
zSin'x p 
% 
Ж 
adl з= 
5 эхэлж АЛЫГ 
1сов х 
А х л Li 
3 1 5 sin? x + cos? 3 ` 3m 
2 [— 2 = [7 e = [— dx | A gn. ER. 
; sin“ xcos x + Sin xcos"x &Sinx — 108 Х 3 
% 6 6 6 


а) jegas jucau. 
b) |Р-ца- 1-22) fo? -1)a 22. 


2 2 3 
9 |х[х]а = b uc 
o i 


d) [ча = [aleea ra =+ , 


1 1 
7) fix-sinx]& = [(sinx - x) &« Ј(х- sin x) = 2cos1-1 ; altfel 
“ 0 


1 1 
[ix- sinxi dx =2 f(x — sin x) de = 2cos1-1. 
-l 0 


1 1 1 
5 хаар Кесар) i ate | 55 ei Een. 
-1 0 152: 2 


л E 
а) |xsinxdx = —xcosx|5 + [cosxdx л. 
0 0 
л x 
b) xcos xdx = xsin x [s — [sinxdx = -2. 
0 0 


1 Р 1 1 
с) Ре aree [est 


id еа) -2-2, 
0 


1 1 
а) fee =-?е* : +2 |хе ^а = 8! - e 
0 à Є 


е е 
" [inxéx = xinxf - fax =1. 

1 1 

fin? ae = vin? xf - 2 але. 
p л 


e 6 52 
-1 | дас-22 2e . 
з} 9 


xdx = —]n 
2 = X| 
2 [х in 3 


e 


* In г e 1 4 » e E 
W шы зан 44Х| -16- 24e . 


è di 2 fi күз 3 
LT PD d aul. 2, 1-5) 2-2 
) [7 == tina] +5 e её le ё) е е 
e 
л 1 м 
usu NM o ане s 
8. 4) раййа- 0 | 1. 


Vx 1 Уя 
b) f x? совла = пэ] =0. 
0 


e x ET- TES 
c) yen LE e). 


d) b х? ма-а aj 
0 3 o 


$42 «1 
m 


em? x 1 |, 20 || 1 
—— = ———]n -——— ү 
9 | x 4 5013 j 2013 


я 
P [созх :sin(sinx)dx = —cos(sin x)| =0. 


e 


3 sinx 5 _„2+у3 
dx = -In(14 cosx)|? = In З 
8 Ноа Н 3 


1 х+1=г2, 
9. а) Угаас» fe-0dia = A142). 
0 1 


2 


el 


1 e»t 
b) 1-4 = [Н—-1ш=1+һ 
е 1+ t 
.-xsinx-cosx | 


10. a) F'(x) шивнэх f(x), Үхє (0,4). 


24 2x 3 
у [у(#&=к(х 5. 


аа ачлтааачаэй 


N 
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c) lim "ода ind [© eos _1 
цааны no nm T m. 
2 
11. a) [rG)&- + cosx ec. 
b) Aria este egală cu fria - 7-2. 
0 
y 2 
Poe | A +созх-1 1 
o) m, x? gi х? EN 
i3 
х? +1 х 
12. а) Bec Amex a. 


x2 +1 


1 
21554: 2251 


a ' h. 1 
с) Jim (04 tim -2(Е(9)-Е(0)-1- 


БОЛТ 


! 1 
13. a) (а(х) а= реа 1 E: 
0 


0 


| 1 1 БЭР 
b) Aria cerută este egală cu Í #(х)|ах= [Се ах 23 [еа е: ei - fea 
0 0 20 ду ow 


1 1 
o) 1< [к< [ё@х=е-1<2. 
0 0 


х? 
14. a) AOE: e. 
X 


Ê 
2 +1 


b) Cum e'dt 20, Vxe (0,-оо).. 


2 х 
t 

e 20,teER> 

2-1 : | 


x 12 x 2 
с) li = li ЭШ", : і E 
) lim f(x) Jim Iis 2 lim brum (x — arctg x) = 4o. 


15. a) lim f(x) - 0. 


у А х 02012 
-х)= |——а&й=- Е 
hen f(x) 
P x (2012 | 
с) Pentru х>0 [5:74 20. iar pentru x €0 notăm xz —y, y 2 0 şi 


/(х)=-/(у)<о, уго. 


1 


э 


16. 9 у(х) =(х* - 4x3) +1 : 


x)- f(0 Р 
x30 х 
de extrem. | e" 
a) Aria cerută este egalá cu ] f (x)| dx = агар x [= T 


17. 
5) Funcția este strict crescătoare, deci există limita Jim ү (t)ar. Avem 
2 х 1 х 
jre)o М ([л(е)а + lim | (2) < [/(2)ar+ lim (оа = 
куню i $ хә+о і 9 х +0 i 


f(r)a * Jim (are x- 2) eR. 


1-6 


Ї х хэв Ul e 1 1 
217 [cerea |да у/04: 


1 x 
Deci 27 = ua f (x) d= 2arctgx[ , =x. 
кее 


1 1 1 
18. a) Пе) а [5 а=. 


b) [TE ЦЭР pro) Vx»0. 


x 


107 + [roa = js [Torna Jroa) - 


1 
х 


мы ы 


"em : л\ лл т 
E: m: а= im [aas |» 244 
19. a) /(х)-2х4х" +1. 


b) у(х) 22x43? &12 0— x - 0 este punct de extrem. 


х? 


с) lim (х) > lim [ёа = +оо , deci graficul funcţiei f nu аге asimptote orizontale la +0. 
х- +90 x 0 


lim 
xo Х х-э+ю 


L 


т pila) = (at aer) (х0) (2 +2x +3) +120 ҮхєЁ, deci f nu are puncte 


70) = lim 2х4 +1 = +оо, deci graficul funcţiei f nu are asimptote oblice la +о. 
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$ 


2 E 
[ arcsin ; — df 1 
20. a) lim- = lim2xarcsin 2 — -—. 
x х-1 x x +l 3 


b) у(х) = 2xarcsin Г Т > 0, Vx 21 , deci feste strict crescătoare. 
x 
c) Funcţia f este continuă, deci nu are asimptote verticale. 
x 


lim f (х)> | lim kl аговіп z ls +оо , deci graficul funcţiei /пи are asimptote orizontale la +оо , 


4 
lim /Q) = lim 2хагсѕіп 2 
х 


xo x xo 


: = +оо , deci graficul funcției f nu are asimptote oblice la +оо. 


21. а) [e = [n з-хсовХ + [cosxdx = pi: 
0 0 0 


sinx 
b) /(х)-1 х” шаал deci feste continuă pe Са (0). 
а,х-0 2 
я х х 
2 2 
c) [/(х)&с= feta sin хах = cosl . 
i 


| Y 


0 
0 
22. а) lim C)? ime Sj: 


х x20 


-. 4 . . 
b) f'(x)=e* »0 Vx eR— f este funcţie strict crescătoare, deci este injectivă. 


ml fe ar a) imf prea e 41 | fe dt (2-е "Jen 


e 


с) lim m /(х)- 


$i cum funcţia f este strict crescătoare rezultă cá Im f + R , deci funcția f nu este surjectivă. 
23. a) Considerăm funcția f :R — К, f(x)=e* -x-1; f'(x)=e*-1=0= x, 20 este punct de 
extrem. Din tabelul de variație deducem că x, =0 este punct de minim pentru f, deci 


идеа vxeR. 


b) 1, = fe” ас [(\-х Hine 
| | )ё-49: 
! 1 
Déc Уо 21 (а [1 Z-a 
её 1+х? | 1+? 4 


n+l 


€) Inl, = fe" dx>0= şirul (1. este monoton сгезс ог. Este suficient 54 arátám 


n 
márginirea ажан 


1, = par р “ас гах "ан рас тан 3555 
e e 


| 


1 
х -— |], 2013 
du det 121 mt. 
24. a) ln bnan" (х +20 1, т 
4 _n+2 1 
x"? +2012х" к 
20121, = [f— — ас 2o, VneN. 
b) 12+ n | x! +2012 Eus 


1 
A иж "дх=——= lim /„=0. 
gus Б 742012 ү БЕЗ өөс? 
1 y" 1 : 
-1,5 ză Tm irul (7 este descrescător. 
d) În n [з ? 42012 sirul (1), 


1 1 A 
qs <I +20121, 31,2 ne”, 
E TT a E ETT 


1 
1 я 0127, 21,2 57, 
"A e Ehe hats п+2 70 {1+2 2013(п+1) 
1 п = 


ста 
"^ 2013(n21) ^ 


1 
| SM ш —— Sal 
pest 2013(n +1) 


2013(n«1) ^" 2013(n-1) 


1 
74 то- 
Jim nl, 20137 


? 2 
- (х-агї х), = 


25. а) 1,5 [ine +1)dr = xln(x* Ч), -2 
1 
№22-1+ 24182-7. 


2 2 
b) La- = fa -yxy""-(- х)" | (6 +1) = fix)" (58-25) (х? + ) «0, deci 
i І 
este descrescător gi cum şirul este mărginit inferior де 0, el este convergent. 


(1 m хү”! 2 Р 


2п+1 | 2п+1 


şirul (1, zu 


2 2 
c) 0< f(1- x)" n(x? +1) sins 1-х)" = 005 şi prin trecere la 
1 1 


limită obţinem lim 7, = 0. 


26. а) ja- х) Ян! 214 


b) 0< lim fa- x)” dx= lim өл 


note пэ+о 2n +1 
1 
1 2 2n — 6 2п i 2 
с) In CIC ant pai fo х)” d= lim I, -0. 
1 
27. а) Ра perm = f(x), YxeR. 
л |n2 


b) рд Е(х х), IDEAE 


A 
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о 


Ш M. ANDRONACHE * D. ŞERBĂNESCU • M. PERIANU * C. CIUPALĂ + F. DUMITREL 


N 
о 
о 


let 
= -- pe x)dx = 


0и 
к. 


= lim m 5-7 


c) lim a, 
nro ders] n? бия п 2, 


convergent. 


т! 


2. ә 12 1 


л 
-k danba = 
+2x+2 arctg(x + EA 


7 i [mn +1 
[roa 


b) lim 2 necu 


хэко х хэне x! 2x 42 


n n “п : 
€) lim | —— * t.t = |а lim 
Herc п? +2:2п+ 2? is) бан 


1 
lim — - [/( 


ZEI x)dx = arctg2- 2. 
а р è 


29. a) 5 d = И-бас- -11-5 xy 


Г 2 2л 
L-a =. 


b) y - x |0) 
0 


I х 
х= sin 2 

с) М- md = Мат costat = feos? ar. 
0 0 


ЭД -Ю : 
d) limi =! = lim 257 le. -М-ёа- шэн 


n>+o n iz 1 


30. а) І = аа 


0 


b) I, -Їв- х Л Ё = " ft- -PY a-ip- ey] 


?рь 


| sin 24 
Ite 


х 
Ї 
2. 


n 


Laona" 


Am, deci şirul (a,) 


+2n jeü-ey" dt = 
4 


-2n | (-2-1(1-2) а--ат, + 2nt, (2п+1)1, =2тї„„ Vn e N, п>2. 


E 
c) 


ЧЕ ага” Ган ..-." 17” 
2n+1 2п+1 2п- n E 


Yin fan in 1 1 


(2n *1)- (2n - 1)... У, * 


2 " 
Ime 21, . In concluzie am obținut 05 1,5 id n1 lim 1„=0. 


| 


Jan. (2п- Ji св Ja 


пем Este 


ь|хз 


n-l 
(1 ү1_„ apu ee I, 2 —— I, YneN, n22. 
-2n (e-a | A= M adi Tea, 

1 

72 

ы. NE! ; Es 

c) Aplicăm criteriul raportului lim "TW жа lim 7 ,70. 
—;l şi prin trecere la limită in inegalităţi 


l; PY 


1 
n 1 (2-2 
Altfel 051,742 53 1547 aci Seu 


obtinem Jim I, 79. 
4 


32. а) e x = fe- -3Vx +2)dx (5-2 = 


1 


b) Aria cerută este egală cu 
2 
-3х+2 x? _3-2м2. 
js) Jia PE ar 4: Zia- 22) : 
17 1.22 а= 
[7 рч (x) = ЇР -3х42) = = (2х-3)(42-3х42) 


Hax - 3y( —3x+ | E -3y f(x)dx = 


4e -12х +9)" (х)а = dee -3x+2)+1) 7" (x)dx = 


2 2 | 
E А (х) FI Ју" (x) dx , de unde rezultă cerința. 
1 


1 
33. 4) Ex 2012 Leur 
: Lx" lim 1 =0. 
b) 0< dim е "(у= lim, Бетел Ын T а= 


t)dt. 
c) Funcţia F:R >R, F(x)= =] f (t)dt este strict crescătoare, deci există limita lim n | (2) 


л 
1 i — dt = li tgx-— | = —. 
Avem Jim [Ods ва Гета lim ЁС z) 2 


P 


34. a) f este continuă pe [0,1], pe (1,2] si f (1) = (1) 219 7 (1) 22, deci f este integrabilă ~ 
[0,2] , dar nu admite primitive (pentru că are un punct de discontinuitate de speța a 1-а, 


2 2 1 2 
b) Aria este egalá cu Їл = [лод = IE (x*e)i-2«e-6 
0 0 0 1 


2 2 2 
[/"(х)& [(х+е*)' ёс fona Яс um 
im -L———— = lim 42——— — — » lim 2 ţi +1 1 
D m E. а pe МЭ ЭГЭЭ 


35. g'(x)- f(x)- 7(1006)>0, Vx 31006 şi g'(x)«0, Vx «1006 , deci funcția g este strict 
descrescătoare pe (0,1006) si strict crescătoare pe (1006,2012) , deci nu este injectivă 


36. а) І -| 1 dx = arctg2 -Z 
? % E ră 


+1 


2 2 

1 1 

b la-1- fa- | 7—4 < 0, de unde concluzia, 
ү +l ix +1 


€) Sirul (1, a este descrescător şi mărginit inferior de 0, deci este convergent. 


2 2 
d) 0< lim 1, = lim | lods m Н«- lim — (257-1)-0. 
neo ace lx +1 пан x" пэ+о —p +] 
11 2 3 1 
37. а)Һ+1,+1,== -25-5Х ра -1. 
à X *x4l М 2 
1 х?" Eyn 

b) 1,1-4,- Ies şirul (B) este descrescător. 


0 

1 х" 1 1 
9) 0< lim „= lim [7 ds lim | ф- lim — = 
noo acm dX Tx4l шалыг n 7-1 


з 1 
38. а) І, = Би ал) "AT 
ot +l A 041 2 2 


1 
2n-1 


1 
b) ANEI AER fea - , VneN, n22. 
0 


1 1 1 m 11 1 
0) ltl, 4291 ел =1у+1+=+—+..+——=©+14+1 +1 L— 
юз 09773 »& "dl 4 85 "ug - 
nu 1 
d) 0x1, = [as — — lim 1, -0. 
o +1 n+l no 
1 1 1 1 1 
е) L,, 2 ———-I = ——— — — 4 — - ris -1V 
ul cM NC a 0) S 


_1 1 1 n-i 1 п-1 
1 3*s 35*-*() 24:1-510-) „=> 
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© 


1.1 l „а dl 
lim ЕЕЕ БЭЭ Л 


1 
ЭРЧЭЭ RIA 
39. 4) ug Г оге -jh(: #ї) =”; ^R 


! х +х+1) -1 (х2 +1) ezx( +1)+x? +12 


b) h-h-| 341 “| x«l 


1 л 
z2-43-—£€Q. 
3 2 Q 


1 
3 
Eexta tx- zaga) 
3 o 


y" 


c)  Arătăm că polinomul ge(X «x -X зе divide cu  X?«1. 


g(i)- (№ +i+ if" -i-i"" Lj-20, | deci există q eQ[x] astfel încât 


Vl x^ - xl -x 
- 2 = = dx 
g74 (x +1)> Галы f Ayi fo) EQ 
п+1 n+l , п+2  n2+2n+l 
40. z2-h———-21.- а —— -in -Ш---2-20. 
y uu цн 1а 1 п п+1 п? + 2n 


п+ 
3) 1„=2-в”*Ї<2‚ 1,- |21 >0. 
п х 


n 


n n 


с) lim n(2- 1,)- lim 2). lim {1+ =1. 
n4 noo n 


4. 9 Йә [3 &- fi 1) -1-83 
А. ЖЕТ E х+1 D' 


^x" +1-1 2 1 
m 7, = lim |—————dx- lim fı- z j. 
И х" +1 х" +1 


Ы mS. 


c) I 


i 
1-9 +00 п-›+о 1 


Pe de altă parte 


-n+ |? 1- 
Ё : Ї i: uem lim 7, 21. 
nv novo 


2 2 
А 1 , ls свае: 
рери. E^ < lim |—dx- lim azi], jen 148 


п-›+= i X n+ 


! 1 1 2 2х+1 
42. a) |/(х)ах= |-————— — dx = — arctg 
Јуда ыш” най: 


1 2 
Оох+—| +> 
Ё 3 4 


1 1 
"E mma il 
b) DE Ress je Eg mE 


m MATEMATICĂ- M1 


6n4l NS > 1 
с) Arătăm că polinomul g = x(x +1) + X?" e Q[X] se divide prin X?+X+1.Fie£ о 
269 


AL 


rădăcină i X? X 2 £s 34 =є(—. ine mra i i ” n n € " " 
ciná a lui tX +> etls, l. g(£) &(—є)” +e 0, deci există 0<1,= fe” des jie) „ыа, deci şirul Cn este mărginit si cum şirul 
e e e 
1 1 


este şi monoton crescător, rezultă că şirul (7,),., este convergent. 


: 1 
4 € Q[X] astfel încât ga (X x) [2 +х+1) а(х) (х) = [9(х)є0. 
д 0 


) 1 а bx+c 1 


3 
-l+ 2 1 р 2 
= + e» q^] "а= —>1+—— dft = — + arctg3 — аг $ 
xX +x +x+l xl х?+1 46. а) І, = и P |! Pd i z+ ctg ctg2 


a(x? +1)+(bx+c)(x+1)=1=>a=1, Ь=-1,с=1. 


43. a) Avem х\+х®+х+1=(х+1)(х? +1 


3 nd n 
-l 
-1,-1---020. 
| 1 {Y1 x-l 3 л № Imi În -] 2-1 
-Ї--г---4-1|-- -1-н2--- 
9 2 [pore Эрэн Tub Pal QV 4' 
0 0 с) Cum şirul A este monoton crescător rezultă că există lim 7,. Dar 
| 4n+2 _ хэн ке 
х +х+1 
1453-1431, th € Q pentru că polinomul s(t +l тн ann 
€) Lua 7 Ганы * А + lo Зол 300 © pentru cá polinomu mz (^*1), Me T (1; *1,) = +0, deci lim 1, = +о 
0 n+2 n ? +1 n4 Nott п+2 п ы” 
в К" X“! +X +1eQ[X] se divide prin (X +1)(Х? +1). ; : 
" 1 n+l n+l 
= a > = E: = 
E ха к. xd (m Altfel. Jim 7, Jim Jp л t2 Jim TES sd "is 2 ja +оо 
44. a) 1*1,» [5 2 -| БОЛЬ : 
ox tx exl 0(х+1)(2° +1) 4 14 1 
t +t 
А i 47. а) /,0) (0) 5 "Eg" 
b) 0s lim IA )&s lim nfe dx= lim —— =0 => lim 7, 20. | ; 
Е mari пэ+о 4+ | п-э+ю " 2012 
d E 
tc x" x n+l п 1 . /, (х )° 1 1 
ёс ax" +х 1 2012 #+l 2l. 
= E MES EIS +1, = ILL к= "p b) lim =lim 2012 = i 
= ы -f xx xl р п+1 хэй x% хэ02013х 2013 
a 
z 1 : m 
u ! үй 0< E "а= —— — lim f, (1) 20, deci şirul ( f, (1 este convergent. 
< d) 1,1-1, = [3 À—— 4 «02 şirul (1 (1,),„, este descrescător. i м. = 55 | п+1 Et ini Jn 
S E: +x’ +х+1 
& Р 
1 E i I 
5 Însă t Însa + În + În = S41, 1,2 ; 4) Jim n /,(2) = ва БС ca an |4 +1 ef 2532 +1 12 
Y п+1 4(n-2) 
2 Тыз +1; +1, m.s ! i i ii i (E - li "Ч L]Jdt 4. 
z na t Iaat La tL, nU 41,-1, < Aly Din ultimele două relaţii avem pm 794 Jim Sine ) +0 
[4 
ш п п 1 
а. € nl,  — —— = lim nl, ==. 
=з Aati) t 4(n-2) 9" 
5 ] 2яп+3 2п+1 V 2nd z 
у x" x x^ +1-1 4 
Л е) Lat Lua (а= [a = 4 
> Se е fupe g x*l %. a) hth- fioe? x)igxdx = Lgi -1. 
x£ я 6 
6 1 6 
tc 2п _ 22d, (2-2 1 | 1 1 6 
ш X -—x "o -x"-.-10-——|dx- ——-*..*1-In2eR* 
G I ) x+l 2n+1 2n ео 1 m 
Л ГЭРТ 
а 1 | i b 1,:-1,5 Jie" x(1- 192) dxs 0 , pentru cá Ox х51 21 deci sirul Um este > 
T 45. a) ЇЕ (х)фс- ишний : | л | 
Ч е 6 м 
5 0 і т J 
[*] 1 1 1! 2 4 n 1 « 
5 " [zs (s »)a- p eju Е ik “dt = | +2 (еа ==. monoton descrescător şi cum şirul este mărginit inferior(pentru cá 0< 7, = [е x dx), rezultà = 
= : ШЕ Зе 1 = 
= n+l z 
ч 91,4-1,- [ea >03 In >. ЧЕРВ a 
| 
| 
27 


170 | 


х= 1 1} 
= "x dx = 
с) 1, нэ [Ке 
5 5 
1 п п 
; А x 1 1 
zl ds Ji "dx = ——|1-|——| |» 
ud. ел, Ia € n jx imd (5) |+ 
B 2 


z 
3 z 
49. à) 16 )- fiex de -Incosx ij -102 


0 


x 


a 4 
b)sic 0< lim I,(a)- lim Jean [ere as 


m |(1+&° х) "хах = li шп ng" rie reg, deci şirul (1, (а)) 


ig 
EN 


nèl 


л 


* 
| л m бы, : 4 

d) lim 7,| |= lim [е x dx= lim [&"хйх+ 
тә+ою 3 mone 2 no Ч 


З oy B n 1 rd 
im [77.42 lim. [dto lim —— (45 -1) 
ml nog "nm 4(п+1) 


50. a) 1,(7)- f(Lesinx) ёс- fa Hs 82a =3л. 
0 0 


0 


b) lim Їнэ (a)? 


a0 a 
c) 
lim [(1-+ віп х)" dx= lim [1+ Cisinx+ C2sin? х+..)дх> 
0 шонг”: 


ys Si. 


lim(1+sina 
a0 


a 


lim [1+ Сүх) а = lim (a + n(1—cosa)) = +о. 
ò пт-э+= 


n4 


NR 


51. а) x - Ji eosz) de =(х+зшх)ф= 7 1. 
0 


nèl 


b) Xai = Генева (cos x)dx 20, deci şirul (х,) 
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JI 
N 


i 


este strict crescátor. 


este convergent la 


= +оо, deci lim [®)=+= 
n0 3 


Ж 


2 к= fassen d = тай + : 


2 


= |(1+ sint)” а. 


ан 


х 


я 
x 
- lim jo + sin x) dx= lim |(1 + Clsinx + С зїп? x + „)& > 
n^ 0 n0 


d) im, n 0 


нт |(18Сү,вшх) = lim (zie ++ , deci Jim x, = +00, 


x 
2 
A 0 


D 
52. а) joe 1 аан, 
0 


л 
b) Fie F o primitivă a funcției f, deci Ё'(х) = f (х)= HE экки ы. CH ' 


2x 
"^^ cosx cosx 
e roe lioc cos? ua аш ыт; 
Ре де altá parte 
cosx | "r^ -eost ,  "L cost „_ ү O5 gy 
| 2 am 7 fera) cost — lori b eor 
cosx Л, cost „cost {eost 
ын roa- bz —cos? ТЫШ mad EI 4 наа 
| fe [X dx я Iw? +1) e lum 
53. a) Maa fx arcctg xdx = xarcctgx |o те: 5 : 
^ 1 . | агссїрх 1 _ 
b) Jim [/(04 = im (засав o1) Ju Жа, Í «zh? «1) = 
° х 
28. 
lim ltx (ән) 240. 
хожоо 21 2 
x 


12 k | л 1 
umo Že -—-4—ln2. 
бае y inde i 


х 
54. a) І = [соѕхах = зїп х= 0 
о 
z 


x 
* ү mm 
= ч <I, = |ах=—<—. 
b) 0-1, [an хах «1, | nu 
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N 
N 
w 
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55. 


56. a) Îr(e)a= 
0 


4 
57. a) [ZH a 


€) Din 5) avem 0x Р 1 
4 1,5 n 5, Prin trecere la limită rezultă lim /,. 
п-э+0 
Е л 


а) Ап 1 2 т 
еселене ай си Î (ea Јазла 
0 0 
b) lim 1 дда- lim 1 ма = lim 312 =0 
Ax кэе x4 xy 07 


с) Arătăm că şirul (1,),., este monoton si mărginit. 
х х я | 


| 2 2 2 
Monotonia: /,,, - 7, = |соз”*! xdr- [cos" хах feos" i 
Ї | хас: [= 'х(совх—1)ах <0, deci sirul (К) 


este descrescător. 


я 


х 

2 2, 

Mărginirea: 0< Ї cos" хах < < [а =. 
0 0 2 


1 зр 
| 273 = 5 2 = 2 
0 3 3 


5) Volumul cerut este egal cu л |у? (х)ах = л хас = ныг Ti = 
1 1 | 1 х » 


JN 


deci je de | (ajde. 
0 1 


г) ийн - - ма» e- fica 


3 3 
$ u+] 3 
КЕЛШ етае -ый. 


3 
b) În fs (x)dx facem schimbarea de variabilă 


x e[1,3]= гє[о,1] 
= (0) 5 а= f'(t)dt 


şi obținem 


8(х)=1, deci |. 


[буа jn (94Ф-(0|- -Јрда= Ir) es ов 3, 


| 
| 


€) Considerăm funcția А: [1,3] в, h(a | өдөх |е6)а- а. 


(d 


a 


(а)- g(a)-1<0, pentru că g(a) e[0.1], va є [1,3]. Deci funcţia Л este descrescătoare, 
adică h(a)< эж =0, Va є[1,3]. 


20VxeR- f este funcţie crescătoare ре R şi cum 


)=1 т ае 
58. 9 £N dex ltr 
- f(0)=0= f(x)20, хэд. 
Aria cerută este egală cu 
1 1 æl TT i 
үгс» ocara бева) 827273 


b) La punctul a) am arátat сй funcţia f este strict crescătoare, deci este injectivă. 
f:RR este continuă si din lim f (х) = +0, Jim f (х) = о , rezultă cà f este surjectivă. În 


consecință funcția f este bijectivă. 


F ze[o1-£ reto 
c) În | f^ (x)dx facem schimbarea de variabilă /7(х)-4, deci 4 э, 
0 = (0) 5 dx= f'(r)at 


1-5 


-үе (rat » tf (rj, - ро ЫП &+ În (= /()=7. 


Obtinem jr (х)ах 
59, а) (х) = «x +х+1=(х+1)(х* +1). 


Aria este egală cu f fl ёс- | -(х41)(3-1)сь [m 1Ц4241)ёс- 
„2 -2 -l 


"perenne hen) 


b) у(х) 33x! «2x 4120, x € R. rezultă că funcția f este strict crescătoare, deci este injectivă. 


f:RR este continuă și din lim f(x) = +0, lim f(x)- — , rezultă cá feste surjectivă. Ín 
х-э›+ю Х-»-00 


consecință funcția feste bijectivà. 
xe[1,4]>e[0, 1] 


две T 


c) În ү (х) ах facem schimbarea de variabilă f'!(x)-1, deci 


obţinem [гда -pre )dt -t f (t) ,- po )dt-4- jr t)dt -4 
60. a) fraa- |кї-х)ж=1 
0 0 
b) Funcţia f este continuă pe R \ Z . Trebuie arătat cá f este continuă într-un punct oarecare neZ 
A. (n) = lim(x -(n-1) -1)) »( -[x- (n- 1)])= 0; faln) = lim(x- -п)(1-(х-п))=0; 


unde rezultă continuitatea lui f, deci f admite primitive. 


f(n)-0. de 


m MATEMATICĂ- М1 


N 
ч 
л 


dx <1> 


: 4 1 
pentru x e[0,1]= sinxe [0,sin1] 2 ———- < Їнэ d 


с) Considerăm funcţia g: RR, g(a)= 7 f(x)dx. Cum g este derivabilă m 1 
sin E 


сц 


#'(а)= f (a*1)- /(а)=0, vaeR => funcţia g este constantă, adică ceca ce trebuia demonstrat, 


= li < li 
l E kenn L New 


61. a) Jroa =- -fen f(Coa=- Јуда |00. 


! 1 
| x! +lk == 
Н 2 


65. а) jr) 


b) к'(х)= f(x) 20 в este crescătoare pe К. 


2 por («Ce -р (9/9 41091001 --2012- 


1 
Ф [/(д& = 2| (5), deci inegalitatea este echivalentă cu = [rex «1. 
-1 0 0 


х Ч x 1 — * а + 
9 a(x)= чене ат g(x)2--» graficul funcției f nu admite 


1 i i 
m 1 1 
= t; z[——dx x 
g > arte be fr pes [/(х)&< a. 
asimptote orizontale la +0. 


1 : : ? 
62. 4) foi (x) Aa) к= (E26 92-6 2012) x 4 2013 Jim se) = lim в(х)-жо-» graficul funcției g nu admite asimptote oblice la +оо. 
Љо (x +1) Ирам галан E түзөр = + In(x+2012)+c 
(х+2)(х +3)...(х + 2013) T— ре рев G m ) -408-1 
! 1 
ш 9 [(2+2)7,(2)a= [(х?+2 1 цөн 11 | 
- =k = l- 2: Ж 1 1 ) 
Е ! m | © асе) AH z^ | b) БА) &= r(e +1)&= реа fxd = xe" dm 
a 0 0 0 0 
а 1 1 _ 1 x[ 1 А 
4 (net JUS | 5 85) | с) 1s1, = Neris рена, Vn € N' , deci, prin trecere la limită, obținem 
9 0 
« x x 
5 9 sep... m! .x-l lim 7, =1= şirul (I, ),,, este convergent la 1. 
o p looi o] dett аа. EP 
J 
: 2(x +1 242 -1 
2 63. а) Poja- хїщ( (+) - -p түйс--н2- afi- с-на-анл, 67. а) 1- р х2 +1 к= (= : ў 2 d . 
i 1=-у 0 
: b) 2(-5)- [r(?)a: = - 21dy =- 1 1 
2 ( ) ! ( ) jo )® g(x), Vx eR. | b) o< f" Газ pde 2. lim 1,0. 
9 f(x M 1006 Р ° 
ш "T" +/(( (—х) ) m(x? 41) i — 1 i 
2 €) Limita este egală cu lim —— ai = lim g 2 Ee pe ex с Гађа e heme "E 
Š | | x 20132 lim 2 ML 2013” с) = | Jx +14 ime | (vx +1) "n ( x ) 
м 64. E | Р 1 
: ” pep fonter? Ja - (n1) fe aee E -(n-1) prn! += 242 - (n«1)1, -(n-1)1,-2 => 
T z я 0 0 
U 2 х= т 1 
z 9 [ni (sinz)ac = Js (oss). IN? - (0-01. 
0 
5 i | 
9 |7, d= Р 
i 3 (sinx) on "х-1 68. а) Ц-|-Хф-- : 
0 
В L 
27 


N 
i 
(e 
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b) n= ei -РЧ 


«1-2 а= Ай-иргч +27 pei гуга 
3 0 3 ş 


T feri Na "т, -—1„)=(п+2)1„ =(п-1)1„, 


0 
І 1 
с) 0x авс ['ах=——— lim 7, 20. 
3 n+l тээ 


е? +1 
ям, 


69. 4) jefe Jennie Pat pas - 
i i ; 
b) [r^ Gen fr ас jet sien fin ade inf ratan ae 
1 1 1 i i р 


e T 
c) [i^ ха = rea; 
1 0 
I 1 1 e 
n п xx e : л d n - 
us ёс. idi "t еа и (х) =0. 


Ааа =e* 


În relația trecem la limită 
> Jim free lim ^ —. „lim вл” (xix et = Jim nafr (ch =e. 
| nei n+l 
70. a) 1,, stimt: P— + шс ее 
$ xxl nel 
1 mo т 
b) La - I, -Б 2 d <0, Уп >1 , deci şirul este descrescător, 
pă +х+1 
1 
€) Avem 0<1,< des L.S lim 1-0. 
H n+l ne 
I 1 1 
Pe de ай arte — 3, SI tu +L, =— <31 > ———51 < 
р п+3 3 n+l n+l n 3(n+1) Li 3(n-2) 
> lim тї, sl, 
no 3 
1 2 
7i. 4) I, = тае еа 8 
0 1 
1 
b) 1,1-1, = ЇР" -x")Vx+idr <0, Vn 21, deci şirul este aiaia 
0 
©) т„=п|х"/х+1йх= =x "(хух-1 (ая xl Je- 42- 1,- 
р Di- | NER Ee 


«I el n fs М2 lim 7, 20 şi 
0<), р nel a 


rte 
pe de айа ра 1 
1 n+l 
1 ml кх"! 1 9 x Е 
х —— > lim |———dx- 
Ф < = lim | 
os E х1 $2  2(n+2) "эмф24ха1 


2 4 2 F 
72. a) r,- ] соѕ2х | d = joca2ade= рм2хбэй1 ? 


ai 


я = ale _ A 
b) y = feos? xi = — * делах js 
x * © E © 
o]ro de= [cos'( dx = BIZ ogg 2x + (n-1) in (2x)cos" (2х) = 
o 
0 0 


2 


(n-1 est d (2х)(1- cos *(2x))àx 


2-1]; f? (x) (n- (и-де 


де "T cerința. 


; 2 1 
" 1 {= 2102. 
73. а) ees тш "кде 
ò uc x e [0,2013] 
" -x . 
b) Fie Е o primitivă oarecare a lui fon; F'(x)- fu (x)= уру» > 2013 | 
mE 
—À——À x e(0,2013) | 
(2014-х) deci F este convexá pe (0,2013) si сопсауй ре 
F'(x)- fux)» E ^ 
cp E 400 
(2013,4) . 
5 "A. ч T ant). 
9 зал | pa im» | Linn inf), 


3a-1 


74. a) F'(x)- f (x) » 0, Vx € R , deci F este strict crescătoare. 


ДЕЕ +1 “ЖАР” ДЕ" i) 


: ,2x) astfel 
€) Din teorema de medie pentru integrale aplicată funcției f :[x, 2x] — R , există c, € (х,2х) 


În гуй = im MC) tim (е) 1. 


XH 


ca [ro )dt =(2х- x) f (c,) , deci lim = 


Partea 4. VARIANTE DE SUBIECTE 


Tema 4.1 Subiecte date la examenul de bacalaureat ín anii anteriori 


Testul 1 Examen Bacalaureat, iulie 2012 


_ nr. cazuri favorabile 
nr. cazuri posibile 


Submultimile cu 3 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice sunt: (1, 2, 3), 
(2, 3, 4), (3, 4, 5} şi (1, 3, 5) = 4 cazuri favorabile 


Numărul submultimilor cu 3 elemente este С) =10 => 10 cazuri posibile; р = 2 


5 


(30 де рипсќе) 


det 423m – 6 
Sistemul are o soluție unică şi numai dacă det А + 0 
| | Finalizare тєК\{2} 


9 31 
det 4 — 0si 12 + 0 , deci matricea sistemului are rangul doi 


2x*y--3a 
x*2y-2-3a 


-—x--a,y--a . 


Soluţia este (x. Yo» ж) - 0,1, -1) 
e ae à 
ЖЕК э (р rar papa A. desi X(p*4*pa)eG 


: ge. incát 
pentru orice X(p) eG „există X ( TEL =) astfel încâ 


P_|= 
roago 


(p+ 1) =8, deci p = 1 şi soluția este X(l) 


(30 de puncte) 


1.) 
7(5) 2 0 pentru orice x e[2, ©), deci feste crescătoare pe [2t 2 
9 


х е* е* li e +оо 
im -Z lim ——- lim $- = lim = 
lm f) seedxb-i12 see Üx к= 


Sirul 


lui 


c) 


SOn [t k 
jeg eoe» 


1 1 
-in(x D) +щ(х+2)| 713 


2х 2x +2 
= “= „pentru x > 0 
QE In 2 


лда = Qr- nt 2) 


Testul 2 Examen Bacalaureat, iulie 2012, subiect de rezerva 


SUBIECTULI 


m MATEMATICĂ — M1 


Partea realá este egalá cu 


N 
с 
-à 
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2-4) 


_ nr. cazuri favorabile 
P= nr. cazuri posibile 


Numărul cazurilor posibile este 25 = 32 


Numărul submulfimilor cu 3 elemente este C? = 10 => 10 cazuri favorabile 


4B-6i+9] şi AM =(х„ -Di+0u—3j 


111 
03 3 


1 
4(0,1,x)=|0 2 2x 
0 3 Зх? 


111 
D(a,b,c) 2 6. a b [4 
a bg 


(а,Ь,с) = 6-а) — ac — b) | 


D(a,b,c) -0- а = bsau Б = с вай с = а deci triunghiul este isoscel ` 


P are rádácinile Ї, 3 si 4 


UBIECTUL al III-lea 


5 3-9х 


7) (х? +3)у/х* +3 


9 | іт /0)=1 lim f() - -1 


А eni 1 
Din monotonie, valoarea maximă a funcţiei este f (1) = 247 


Imaginea funcţiei este (1247 ) 


Е este derivabilă şi Е (х) = In х, pentru orice x > 0 


= Р(х) 1 


(p* руда = Ї (pD-f^(0 da - 
1 i 


= [EE заа” i|: — fi^" tdt = хах fi^" tdt 
1 1 1 


SUBIECTUL I (30 de puncte) 
MjrurTTTUYSTTIE NN EA 
3 
X =- = 


3 
a За 2 


39b: e 39 es x 1 


E MATEMATICĂ – M1 


N 
o 
uw 


. nr. cazuri favorabile : x 


nr. cazuri posibile 


= хх = маб U 1 ! 
ИЙ авс r6 acid ids Айн 


Р 


хє (01) EN 
2) este bijectivà 2p | 


| 1__ EDO pentru orice x, y € G 


160707 = 0-1) шингэн pentru orice x,y e G 


SUBIECTUL al III-lea puncte) 
: х : 2х : 2 
—— = ji = | = 
lim f (x) Jim. ete” баз e-e* 


9 Го) = ё = pentru orice x eR 


i ГО) = e pentru orice x є R 


f (x) > 0 pentru orice x real, deci feste convexă 


c) efet eF re" : 
X) = — LL — > g'(x) = — = pentru orice x > 0 
g(x) 2 g'a) Ак 
х>ф=/х>0=е*>е#” | 


cosxcosy-sinxsiny 0 i(cosxsiny+sinxcosy) 
A(x): (y) = 0 1 0 „VxyeR; 
i(cosxsiny+sinxcosy) 0  cosxcosy-sinxsin у 


cos(x* y) 0 isin(x4 y) 
Ах+у) = 0 1 0 „pentru orice х,у є К 
isin(x * y) 0 соѕ(х+ y) 


M MATEMATICĂ — M1 


E  M.ANDRONACHE * D. SERBÁNESCU • M. PERIANU • C. CIUPALĂ » F. DUMITREL 


284 


285 | 


Ш M. ANDRONACHE ° D. $ЕВВАМЕ$СИ • M. PERIANU ° C. CIUPALĂ » F. DUMITREL 


3 


Testul 4 Examen Bacalaureat, august 2012 


SUBIECTUL I (30 de puncte 


log,(V7 + /3) *log,(V 7 — 43) = log; (7 + 3) 47 - 3) 


Го) =0 © x=-lsaux =-A 
Distanţa este egală cu 3 


Мойт 3* =t şi obținem (+34 = 4 


k 

20-k--— 

=Œ. 2 
= Сх 


20-k-E-M e k-4 


Rangul termenului este 5 


sind sinC 


det A=ja+2 а а+ = 

а+1 2а-1 3 
3a+3 а 2а+4 1 a 2а+4 | a 2а+4 
=За+3 a а+1|=(3а+3)|1 а а41|-0 0 -а+1 
3a+3 2a-1 3 1 2a-1 3 0 a-1 -2a-13 
Finalizare 


-х-2у-1 
а--2-24-2у-1-1 
—x—5y+3z=2 


CTUL al lll-lea 30 de puncte 


feste derivabilă pe R şi f'(x) -14 х 
ух? +1 


ji нн a 70-70 = (0) =1 


х0 х х-0 


2 
lim 700 = um ZEN + a 2 
x х Xa х 
— 1 2 — 


SUBIE 


lim (/(x) -2x) = lim (Na? +1-x)=0 
= 2x este ecuaţia asimptotei oblice ѕрге +оо la graficul funcţiei D 


f este continuá pe К, lim f()20 si lim f(x) = ко 2 f este surjectivă, deci 


ecu 


atia are solutie 
f)» 0, Ух eR 2 f este strict crescătoare => f este injectivă, deci soluţia e unică 


г — A] 
һ= [xe dx - e ыг 
e-1 


© N 
х 


21, -е-(р-11, ; 21, *(p-Ul,, =е 


2 


Considerăm funcția continuă — f:[0,]] O R, f£ (x) = xe" şirul de  diviziuni 


s că) 
al 


А, 


— 0 şi punctele intermediare ke 9 
п nn 


E 2 2| 
e" 4 2e. +...+ ne" 


Testul 5 Bacalaureat 2012, Model MECTS (www.edu.ro) 


SUBIECTUL I 
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Din studiul variației funcţiei deducem că ecuaţia Ax) = m are trei soluții reale 
distincte dacă şi numai dacă m e (0,4) 


Ecuația mediatoarei este у = EL * 3 


1,-1,45 ЇЕ: (1 — x°)” dx > 0 pentru orice n, deci şirul este descrescător 


I, > 0 deci şirul este mărginit inferior 


с) IL, = x( m xy - n[xa * x^) (C2x)dx zs 
--n [а-ә а-у = 
= 2n, +281, > (2п+1)1, = 281, ,, п> 2 


Testul 6 Examen Bacalaureat, iunie 2011 


BIECTUL I 30 de puncte 


1«47 «2 


2«d5«3 
Rezultă că 2 este singurul număr întreg din intervalul dat | 


Axa de simetrie a parabolei este dreapta de ecuaţie x = x, = - 


S 


c 


m 
2.0 
2 > 


EN 

EN 

Ы 

E: x 

x- Eel Балар) К 


Verificarea relaţiei (-1) «x = x, Vx € R 


с) 
1 
Ecuația x*x*x = 3 este echivalentă cu (x-3)(3 +3) 20— x23 | 
>0 | 


SUBIECTUL al Ill-lea 


є Бя 


ч 


28 
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2-а) 


Зи 
E 


SUBIECTUL al Il-lea 


EI 
Еч Finalizare: f(-1)-0 : 


sin? x + cos? x E" 


sinx-cosx 


0 
(4()- 40) «0, (4(3)- у)” =о, 


Matricea А este inversabilà _ | | 


(4(х))' =[0 1 -2х|=А(—х) 
00 1 


S(-1)=-1+1-a-i(a-2)+a+(a-2 i 


Rădăcinile lui g sunt de forma x, =u +iv şi x, =u – іу, unde u,v € R 


Din relația lui Viète rezultă x, +x, =-p şi xX, =9 


Ecuația х? + px+q=0, cu p,qeR, are soluții distincte complex conjugate dacă 
şi numai dacă A <0 , de unde p? <4q 

f =(X+1)(X?° -aX +a +(a-2)i) 

Polinomul h =X?’ -aX +a * (a - 2) € C[X] are două rădăcini distincte complex 
conjugate 


Conform punctului b), rezultă a €R si a*(a—-2)i eR, de unde а-2, care 
convine 


^ 


30 de puncte 


(x) « 0 pentru orice x » 1, de unde concluzia 


a a OL NNNM 
ын lim f(x) = +0, deci x=1 este asimptotă verticală 
x 


P feste continuă pe (1,2) , deci nu are alte asimptote verticale 


i = li x+l = і у= imptotă orizontală spre +00 
Jim f(x) = lim а= 0 , deci у= 0 este asimp р 


In(x +1) -In(x - 1) 


— nedeterminare de forma e 


(x+ )' = - 1у' 


lim xf (x) = lim. 
x» 


2 
- lim —2%— = 


x>w y — 


Cu regula lui l'Hospital, limita este Jim. 


3 
ЈО) dx = -| 15. „deoarece f «0 pe intervalul [1,2] 
x x 


"(х)ёх =} (2x-3y f" (x)&- (2-3) -3х+ n - 
Afx-3/ лд» 
--2 (ай ахан) тун (n 096-5 [7092 de unde 


concluzia 


Testul 7 Examen Bacalaureat, august 2011 


SUBIECTUL I (30 de puncte) 
1: 27 ii API 
Fior mes ue Ra "Т O O O Mecsm ace sacco 
о 


Е Deoarece 3 »1,inecua(ia devine x < —x 


ы Т, = САМ „k e (0,1,..,10) | | 


m MATEMATICĂ — М1 
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Т. єФ ©К par 


Sunt 6 termeni rationali 


ВС:х+у-1=0 
+ 


ur 

[| | 

ЕЯ = : 

| Р 2 2-1 3 p 
“рее 01 


= [еа =-е* | 


р! ТУНА 
mbarea de variabilă x! -t se obţine 3 (6 еа = 


соѕ60° 


ъй 
2 
o] 
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 
14) | (1 2\1 2) (1 2) i; 
о 040 0) (0 0 
12 
BITE 
(pue ny 
= i eH 
. 1 x А. 4 
0 0 
1) =(2)° =- 


m. 


| -xX 1 1 1 id $ xf 1 fuf 
> =——-—<—, vneN 3 deci Siu este márginit 
0 < 1 < е & 

Deoarece irul este monoton 1 márg init, el este converg ent 


Testul 8 Bacalaureat 2011, Model MECTS (www.edu.ro) 


>| | æ 
E DAALAM ES _ 00 2 SE eee ы ac i 


Matricele aparțin lui Н pentru orice x eR 


| ТЕ». за 7. ж ям Фау 4 _ | 


2.a) | Restul împărțirii polinomului fla X —i este f 
ELIO NN 


2 


а, = Су” (1+ (-1)^) e 207 -(-1) eR , pentru orice p e (0,1,2,3,4,5) 


"mi Sz 2 unde d 4. d' 
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) d 


TORCEM 


/"(х) = 20x! se anulează în 0 


punct de inflexiune. 


Tabelul de variație a funcției f 


Ш Deoarece f" are semne opuse de о parte şi de cealaltă a lui 0, rezultă că 0 este 


SUBIECTUL al II-lea i] fcontinuă pe intervalele [2,3],[3,41145] 
"n f derivabilà pe intervalele (2,3),(3,4),(4,5) 


Din teorema lui Roile şi din faptul că f' este de gradul trei rezultă că f (х) -0 are 


exact trei soluţii reale distincte 


1 -2х-2у 4y +8ху+ 4x 
1 -4х-4у 
1 
2 


0 


0 
det(4(x)) =1 = 0 , deci matricea este inversabilă 
А(х)4(-х)-4(0)-1, — 


(x exul) -1 
NEGET 


0 


xil 


зүтхэдчхєб 


Verificare 


Legea ,, * “ are element neutru e -i 
Orice element din G este simetrizabil şi x'=1-— x 


0<х'<1, deci x'eG 


Testul 9 Examen Bacalaureat, iunie 2010 


SUBIECTUL I 
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25 de numere sunt divizibile cu 4 
20 de numere sunt divizibile cu 5 
5 numere sunt divizibile cu 4 şi cu 5 
Deci 40 de numere sunt divizibile cu 4 sau cu 5 


Fie Q(a,b). Avem МО =(а-1)ї+(Ь+2)] si NP =2i +3) 
MNPQ este paralelogram e МО = NP €» a-122 si b+2=3 


14 
4p = 4 


SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 


-2 | | | : Vans 
| i | =7 (sau orice alt minor de ordinul 2 nenul), deci rangul matricei A este 2. id 


2x! + 2x 1» 0 pentru orice x real, deci f'(x) >0,yYx e R\{-1} | LEN 


Funcţia f este strict crescătoare pe (—,-1) si pe (71,452) . 


: 1 : А ds 
Din tabelul de variație rezultă cá x = —7 este punctul de inflexiune al funcţiei f. 


Үр, =(2х-шх)}'' = 


~ 


» 


Minorul caracteristic este nul, deci sistemul este compatibil nedeterminat. 


De exemplu, luând z=a necunoscută secundară se obține x=2a-—3, 
y=31-3a,z=a 


x=2a -3>0,y=31-3a>0,z=a>0> 


ЕА 
ЕЈ 
a € (2,3,4,. EN 
E 

LN 

[3p | 


: = m 2H [1+ 


М 23 р 0, VneN', deci şirul este strict 
n(n +2) m + 2n 


п? + 2n 


crescător. 
1422 «2 «e 0n Het 


| | 1<1, <2,Упє N", deci şirul este mărginit. LA 
c) : ЕТ п+і_ 
|) ано) рни 
r = im n(1+ 1) =ше=1 


Testul 1 О Examen Bacalaureat, iunie 2010, subiect de rezervá 


2,3,4,...,10} 
Sunt 9 soluţii în Nx NxN. | 
) | abeZ, şicard Z,=5. 


Deci mulțimea А are 25 de elemente. 


E] 


(30 dep uncte) 


SUBIECTUL I 


m MATEMATICĂ — М1 


2) 1 1 a 
1 2а 1 |=-2(2а-1)(а-1)(а+1) 
a+] 


2a 1 
1 
\ n 
aeR fend) 


На 
Цан 


Presupunánd prin absurd са x, S0 , rezultă х 


5 NW  M.ANDRONACHE* D. SERBÁNESCU * M. PERIANU ° C. CIUPALĂ + Е. DUMITREL 


N 


| 


|...) Sistemul este compatibil, deoarece rang 4-2. 


50,-3х| <0,тх <0,-п<0. 


Asimptota oblică este у= x . 
x -3x*2-2 (x41) (x2) 


109-4(-2) ju 
х+2 (х-2) 
/(х)-/(—2) _„ 


n x42 
Deci f nu e derivabilă in -2. i 
In(x? —3x2+2 
ши, E ай | ). 
хә-2 х х--2 In x 
Finalizare: limita este egală cu 1. 


я 
2, 
: А cosx 
stituţia sinx = se obține |——2—adx = 
Cautati | Lu 


Cum cosx e[-L1], Vx €R , rezultă F'(x)= m 20,Үхє [o2] 


/(у)= /(2х-») 


25 
[| Cu substituția х=2л-у se obține Г = [(27- у) /(у)ф = 
0 

2я 
MEE 

0 

21 

@ [70)% =0 
кый ЕДЕ, а сеа ысый а м ас 


Deci 7 20 


BIECTUL I e 
— шш E 2 
-- 38: — Eo 
DUEB --2122-2222 2... 
ES |x| 2 0, Vx є R = Im f c [0,+0) EN 
ar 2 | 
Ш EN 
|з. | E 


x203x=f(x)>[0,+0)c Im f£ 
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sin? x + cos! x =1,х e A, numai pentru x e (оя 


2.4 
4 zr y=2(x-2)(»-2)+3+m-6 


Cum 027-3 є М rezultă 027 e M , deci т=6 


3х-4 
2x-3 


Justificarea faptului că pentu xeM, există х'= eM astfel încât 


х*ж*х'=х'*х=2 


Verificarea relației /(х* у) = f(x): /(у),У»уєеМ 
Justificarea faptului că f este bijectivă. 


SUBIECTUL al Iil-lea , (30 4е рипсе 


1.4) 7 EN RN 2 ad 1 
alio 34(2х-1) xax) 2 
7(0)--2 şi f'(0)-0 
) | f()«f(2)*.. f (n) =1-42л+1 
Vin 


1- = 
| zu 


l| 32 | 
x TX tX 
1+1, +1, = Ра 47 


“ээ?” 


b 


х 


1E 
НЕ 


1 
"E - 
и 
кюе 
© 
* 


х+х+1>0,УхєК 


n+l 
————> E MENT e[0.1] = 7, 2 1,,,, Vn € N° , adică şirul este descrescător 
x *x*l x *x*l 


x 
x! ex«121, x20 0«——  « x", Vx e[01] 5 
x *x*l 
1 
051,5 а= —L 
7 п+1 | 


Testul 12. Bacalaureat 2010, Model MECTS (www.edu.ro) 


m MATEMATICĂ — M1 


e € b 
b 


SUBIECTUL I (30 de puncte) 


E Уз 1 |= л 23 
Ж $+ i|22 cos. c sin 


2 


301 


2° = 25 (eos S + isin бт.) - -2° => Rez‘ = —64 


f(5312)-1 


(ле 7812) = r(1)-2 


шэн dis EUR лээ ооо | 
istanța este »4,)5 Ne = 
244 


E. I 22 


-AD = AB- AD + AD | ll f'(x) «6, Vx є (7-1) , deci f este concavá pe (79-1). 


їй АВ.АР=1-2-с0$60°% =1 | 24) [ооа = [ып2х&- [sin2xx 
| 2 


h AC-AD 2142! =5 | 


| 


2 л 
2 


_ -0082Х 
E ` : z 
2 
E rr Eee, 
b) л f, X 27 1 


соѕ2х 
БЕ 


b c| |а+Ь+с b с lb c 
a Ы=|а+Ь+с a b|=(a+b+c)i a b 
c а |а+Ь+с c a l c а 


te 
ШЫ 


22 
= 


c 


- 
= 
— 
+ 
3 
3 


bl=a2+b2+c2-ab-ac -bc , de unde rezultă concluzia 
a 


1 
) bservăm că x 2 0,y = 1,2 20 verifică sistemul. 


ow sint] 
Cum soluţia este unică, aceasta este soluția căutată. р 


"" pose : үе зїп | А 7 
п = ze ft -x t 


л+л, , 1 л+л, _1_ пл Я t 
и I, ECTS C sns m heen |sin tat +...+ T -ina 


Din [since = 2, Vk e Z rezultă concluzia. 


Sistemul are o infinitate de soluţii de forma x 2a,y = 8,2=1-а- 8. 


Putem lua p=}(-1+V1-4a -4a ), cu да? +4а@-1<0. 


а,Ь,с pot lua fiecare 4 valori 


5) n 
Luám : 4 
0 3 
B, det(4) - 2, det (4?) 
jen 


А- 
22 -0 
‹) а Ь а b(a+c) 
X =|. =| a 
0 c 0 c 
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Tema 4.2 Variante de subiecte propuse spre rezolvare 
Testul 1 


Subiectul I 

1. а; +a, =а +4r +a +107 = 2а & Mr = (a, 7r) - 2a, . Deci ag — 10. 

2. (f o gXx)= /(#(х)) -36(5) * = 22x + a) 22 6x 43a 42 şi (go /Xx)=6x+4+a. Rezultă că 
3a + 2 = а + 4, deci a = 1. 3. Pentru х>0, avem 9®®* =ук®? —у2 deci ecuaţia se scrie 
2x! 38«» x! =4, deci х-2, deoarece x > 0. 4. Numărul submultimilor nevide este 25 — | = 31 


Numărul submulfimilor cu 2, 3 sau 5 elemente este C? + С? + С? = 21. Probabilitatea este 21 
"T 31 
uv 24m) 
М-М 
1 
2 


5. соѕ<(и,у) = > 0, deci unghiul vectorilor и şi v este ascuțit. 


Уз 


6. sin + V3cosz=2( in аал) ticos sin Zoosx)= 244(545162 
3 3) 7 


Subiectul Il 


: 4 2 4 214 2) (12 6 
1. a) Fie А = „С 2 = E Р 
) p 2) шп 4 (5 AS ИМ Р MET „rezultă că 4 e M. 


b) Fie e #71 Dacă 4е(Х) = 0, rezultă са X e i йа şi, di 

Жа , e inversabilă si, din Л? = 3X, rezultă 
X= 3h, decia+d=3+3= = іХ = 
e е Ah MS d We det(X) = 0, atunci X = (a + d)X. Cum X = ЗХ rezultă că 
Obfinem a + 4-3 = 0 sau X = O. Rezultă cá a-- d 2 3 sau a + d - 0, decia * d e (0,3, 6}. 
c) Dacă X,Y e M „rezultă cá X^ +Y? -3(X +Y). Cum X 4Ye M , obținem: (X + Y)! = 3(X +Y), 
deci (X + YY = X? + Y°. Rezultă X? +Y? + XY + YX = X? +Y? , deci ХҮ--ҮХ 


4 
2. <D Ээ. spl: 4 
х 


~l -1 2) 
.|1.1::11 1 : 
*zz|-—-4-—4— = 1 = 1 1 1 ; fal 
Р 141) пнен) -[1+1+1) , deci legea „*“ este asociativă. 


b) Dacă e e (0, co) ar fi element neutru al legii „*“, atunci 1 * e = 1, deci ——- =1 , de unde e =e + 1. 
е+1 7 


Rezultă 0 = 1, fals. Deci »*" nu are element neutru. 
1 


-1 E 
c) хөхөхөх (14444441 -(4) Lx — M" , 
х: a q : Ecuația devine ^ — 5, deci x = 20. 


Subiectul IIl 


im 709 jd: : 
ин == şi (Го) * 3) = lim (V* + 2354 -x)= lim 2х +4 51, deci dreapta 
> x! 2x 4A x 


de ecuaţie y =—х + 1 este asimptotă oblică spre +оо, 
b) Р(х) = 2х+2 Da x41 х+1 
pL -2=-—5+1___;„ 2р2 i 
| ЖЕТЕ Ey m Cara « 1<0 oricare ar fi x є R, 
We J este strict descrescătoare, 
©) Fie р: 
eg: ROR, go) =e-x- 1. Cum g() = & — 1 si g(x) < 0 pentru x e (оо, 0) si 


go? 0 pentru x є (0, co), din monotonia lui g rezultă că g(x) > g(0), Vx e R*, deci e >x+l, 
pentru orice x € R* . Cum feste strict descrescătoare, rezultă cá f(e*) < f(x * 1), Vx e R*. 


я x Ж х 
л . A Е л 
2.0) 1,- | cosxdx = [(e'cosxáx =e созд, + fe зїпх =-е*—1+ e" sin хах = —e* – 1+ e* sina - 
9 0 0 0 


е" +1 
m 


r 
- [e cosxdx е" —1-/,. Rezultă că 27, = —" — 1, deci 7, = – 


0 
я 


х х 
< fe cos x|dx = [е [cos nx| dx < [e'dx =e 
0 0 9 


[e cosxdx кше” -1«3* 21-80, Vn e N*. 


0 


Lă 
х 5 am 
sin nx е^ sin nx 
c) Deoarece I= Je (ser) dx = —— 
С п п 


®|]= 


л х Е 13 
sinx 1 x 
- je E ax - — | апп, rezultă că 
оо 7 no 


1, |= 


LÀ 


БЭЛЭГЭЭ ЭДЛЭЛ - 0, rezultă că lim, =0. 
; na ng n пэ у 223 
Testul 2 
Subiectul | 
1. Fie q тайа progresiei. Atunci a, + a; + аз = a(1 +q + 4) şi a4 + as + ав =a (q? + q^ Ф) = aq + 
3 2 
q + Ф). Obţinem eorr) = 8, deci q? = 8, de unde q = 2. 
a(1* qq) 


-x-3 , x43 х-3ү! х-3 : : 
2. f -nč = 563 (23) --InX-3 =-/(х), vx e D, , deci feste impari. 
ind c Rm ТЕ 13" di Mee Ey варата 


3x-220 

5 conduce la хє (=, 1) N B J = Ø, deci ecuaţia nu are soluţii. 
1-2x20 2 3 

4. Раса n 2 5, rezultá cá п! + (л + 1)! 2 5! + 6! = 120 + 720 = 840, deci orice valoare a lui п care 
verifică ipoteza aparţine mulțimii (0, 1, 2, 3, 4). Dacă n e (0, 1, 2, 3, 4), atunci n! + (n + 1) < 4! + 5! 


= 24 + 120 < 840, deci soluţiile sunt 0, 1, 2, 3 şi 4. 5. 3g —v = 32i -3j) - (4i +) 2i -10j . 


3. Sistemul de condiţii | 


Atunci | 3i -V |= 444100 = V104 = 2426 . 6. Din sin^x + cos^x = 1, rezultă сох 1- 25 = 08 , 
Cum x e(z, 3) avem cosx « 0, deci созх=-12. Rezultá cá tgo Tn —.5. 
2 13 2 1+соѕх 


Subiectul II 


k 3 in A E 
1.a) AB - . - 
-1 3 1 -2 4 


8 : — 
5 . Cum det(4B) = —5 = 0, rezultă că AB este inversabilă si 


9 8 
. -9 -8 
(4ву!---1--(аву --1 E. 
det( AB) 5\—4 -3 4 3 
: 5 5 
2-х -143х 2 3? 
b) А+хВ= ‚ deci det(A + xB) = (2x — 3)(х – 2) - (3x - Dx - 1) = 2х2 - 7x + 6 - 3x 
-1+х 3-2х 
+ 4x 1 =x 3х + 5. Avem det(A + xB) = 0 €» x? 3x — 5 = 0 cu soluţiile X одын, 
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w 
о 
о 


1 
c) А+ В = 
f 


2 

-1,4Ё, 4(0 2 мє : 
3 ? unde a(i 2) Cum #Ё = O3 si B + E= E o E, rezultă din fom 
binomului lui Newton că (А + B)” = (1, + E)" =1, + CLE = I, +nE . Dacă există n e N cu (А + 
h, rezultă că Г, + nE = h, deci nE = О. Rezultă n = O, fals. Ву 4 
2.4) Аует х * у= 3(х + 1)(у + D- 1, х, y e Z. Fiex 

‚Хх, 1 »УЄН,х-3К4-2,у-3р- 

dix «y = 3004 ЗУӨр + 3) - 15 27(Е+ Dp 1)- 1 3521 udes 29063 Dg t D, гы tula 
35-1) t 2$is- 1 e Z, rezultă că x * y e H. b) Dacă legea „+“ ar admite elementul ne a a 
atunci 1 + е = 1, deci 6(e + 1) – 1 = 1, de unde 3(e + 1) = 1. Rezultă că 3 divide 1, fals Pes ut EZ, 
element пешти. c) Avem (x * х) * х = [3(х +1} = 1] * x = 9(х 1) — 1. Atunci (cx) « x 8 ы c 
)ly-128e(x*1)21«x-0. х) #х=8 96, 


Subiectul IlI 
1 1 
1.4) lim x(1- lim {е р lim 2-1 =lim l-1, 


хэю | ээд у 


х 
b) lim £970 .. im Ve" = o in i£ Z1 sgg „Je -1 MNT 1 
x0 X x0 х x0 x $250 cx g^ lim 3 = но. Rezultă cágnue 


derivabilă in 0 si g'(0) = oo. 


©) А-1) + (02) ++ fon) + n = Lois Lot 1 4,441, 1 
2 2 E 2 шый ГАЛ rom 


: 1 "эв? 
lim — = 0 , rezultă că limita cerută este l Я 


no 
5 e-1 


X 1 
dx = Ji | =J- 
Ух? +1 ши 0 ver 
1 E 


5) Fie x є [0, 1]. Atunci 1< Vx? «1« 42 , deci -1-5-41 <1. Cum Lone ^ 
x" +1 42 Уг +1 
. 1 1 
orice x e (0, 1], rezultă că жилээ Cum [кае | 
2% d 3 х-1 


1 
2.4) = 
0° 


Si 


dL. , rezultá 
concluzia. o n+l 


+ 


y 1 1 i 
зарж 4х- п х а a Р 4 1 
U BE р EEA djy (Vx? +1 dxe Va? +1 | Jena dx = 


1 
= 2-n [a х? +1 d= -n | x" y"! 
P dna бочу тарна Gil Ea. 


rezultă că lim n(1,,4 + In) = lim(/2 - 1,472. 


Testul 3 
Subiectul | 


1. a) 01-47-0447-0-0-02020-0--41-0-» z- 32 8 


чаа "gap 6598-4. 


2 


бша ша =|--.)=|/{—#-),)=1/@у=) = loa) rezu а-4=3<%а=7. 


1 l; 1 TR ( 2-1 л кл 
ТЭЭР" = = -= ———cosx-2—«sin|x-—|2—ex-— -pt. M 
” sinx- cosx 5 A sinx E co 2 4 2 4” (1-1) e" 


tă că mulţimea soluţiilor ecuaţiei este (е . E t 5 + Кл 


кд). 


keZ| 100,2 -Ё 137 

^ | m 12,12) 
рома) o = Д2), rezultă că numărul cerut este egal cu numărul funcțiilor de la 

(0 1,2) în (1, 2, 3) „ deci 3227. 

5. Prelungim semidreapta (DC cu CC' = DC. Cum АССВ este paralelogram rezultă că 


Я#+АС=2АМ, unde M este mijlocul lui BC. Atunci | AB + AC | =] 2AM | „unde M este mijlocul 
jui BC. Atunci | АВ + АС |=| 2 АМ |-24М-2 n 


АВ.АС-віп А _ 2443 _ жээ 
6. ас аа . Din teorema cosinusului rezultă că ВС? = АВ? + АС? 248. 
2 Snc „12436 3 


AC созА = 16+ 36 - 24 = 28, deci BC =2N7 . Obfinem h, = pe 22.63. 


Subiectul Il 
ra | 1 0 0 i 

1. a)det(A)=|a b с|-|а b-a c-a -(b-ayc- a): - 
"ою | | 5-а -d № +аБ+а? с? +ас+а? 


=(6- ас а)(с* + ac - b? — ab) = (Ь— ас — а)(с– bY(a * b * c) . 

1 1 1 

a b a с 
1 1 | 

a=b=c,rezultă А=| a а а |. Cumtoţi minorii de ordinul 2 sunt 0 şi A + O3, rezultă гапри = 1, 


3 
dà d a 


-0,dacáb—a-c-a-0,de unde a = b = c. Pentru 


b) Dacă rang(4) = 1 rezultă că 


c) Presupunem că A” are toate elementele întregi. Cum det(4)- ае) = det(4- 4) = det, =1 şi 
det A € Z , rezultă cá det A € {-1,1}. Atunci c-b, с-а, b-a e (-1, 1). Obţinema = b sau a = с 
sau b = c, deci det(4) = 0, fals. 
2. a) Cum e este soluția ecuației x! -x + 1 = 0, rezultă că e? -e = —1, deci (21 + &)(2; + £) ~e = 
= Z122 + 62) + 623 + 62 — Е = 212) +&Т| +&2)—1=2|*27). 
b) Fie С=С\{—є} şi zi, za e С. Cumz, + £x 0,2; + ex 0 rezultă că (zi + &)z; + &) * 0, deci z, #2, 
€ С. Rezultă că „+“ este lege bine definită ре С. Vom verifica axiomele grupului: 
* Avem (zi * 22) *z; = [E1 + &(2 + 9- d| * 23 = (21 + 9 + (5 + à) Eşi z1 * (22 * 23) = 21 * [z + 
+ (s +9- d] = (zi Sz; + (n + A- £= (zi * 22) * 23, Vzi 2›, 25 € G, deci legea ,,*" e asociativă, 
* e c G este element пешги Go z * e = e * z =z, VzeGe(ztaà(et)g-e-z Wz e€ G & 
O(+9etg=ztevzeGoete=loe=l-eCuml-ee G, rezultă că 
e = 1 — ceste elementul neutru al legii „*“. 
* Fiez e С, z este simetrizabil 3 z' e G astfel încât z +2 =2 *z-e«»(z* Ә( *6-s:-1-e 


€» (z+ XZ + 9 = 1. Cum z + e + 0 rezultă că z' = — 4 —L— e G , deoarece l 50. Rezultă cá 
246 246 


toate elementele G sunt simetrizabile. 
с) Avem H= (ze C | + 4 = 1). ед, € Н. Atunci (zi * 2) + 4 = (а + 862 + 8) -Et 4= (21 
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w 
о 
© 


+ ez + 8) = |21 + 4 |2› + 4 = 1, deci z; *z, e H. Fie z e Н. Din punctul b) rezultă că г 2—e 4 1 | 
2+2 ° 


de unde |2' + e| = =1. Obtinem că z' є Н, deci Н este subgrup al lui С. 


1 
z+e| Ї-4 


Subiectul lll 


га) Poze e NI = e ll 
ы ÎI КД percepi 


Cum f'(x) € 0, Vx e (1, 1) şif'=0<x = 0, rezultă că feste strict descrescătoare ре (-1, 1). Cum f 
este continuă in 1 si —1, rezultă că feste strict descrescătoare pe [-1, 1]. 
b) lim = lim X arcsin x xd 


120 x x20 


Aplicăm teorema lui L'Hâspital їп cazul A Cum 


. Го) _1 
lim 1 rezultă că limita cerută est 
хэо 3x? “ИТТЕК -x ym -x +D 6 6` 


с) п) --(a-x*^) = 0-0-8?) = х тт | 


(1-х 


Rezultă că /"(x)>0 


pentru xe(-1,0) şi f"(x)<0 pentru хє (0,1). Cum f este continuă în 0, rezultă că 0 este unicul 
punct de inflexiune a graficului lui f. 


1 
2. а) 4-|/00| ёс. Cum 2-85] pentru x є (0, 1] rezultă că Ax) < 0 pentru x e (0, 1], 
0 
1 1 1 1 1 
sii di, il PRU. хан 
0 0 0 9 


= xIn(2 + х), — 


1 1 
1 1 4х 
СИРИ х dx = 3+ dx = 
-2 ] ЇР 2) Б 


-in3«21n| x " шаг 
24x 2-x 2- 
b) Cum f(-x a uem -(2=х | --]£—*-- 2 
/Сх)= m CUm E AB f(x), Vx e (22, 2), rezultă că f este impară, 
deci | Р) âx=0. 
-1 


ш2-Х х 
lim 700 În) etis - 


€) Aplicând teorema lui L'Hâspital în cazul 0 obtinem 
0 9 2x | x90 2x 

|! 5 e ) 1 1 1 

-lim—X—2*x/, -1 al i limi m 
lim D P 9) Deci limita cerutá este 3 
24x 

Testul 4 
Subiectul I 
1. Cum 2 = log24 < log25 < 10858 = 3 < log;9 < 108216 = 4, rezultă că mulţimea dată are un singur 


element, x = 3. 2. Avem y є Imf < 3 x e R astfel încât гн D €» ecuaţia yx? — x + y = 0 are 
x^ 


soluţii reale «> А > 0«»1—45220« »e[-1. 1]. deci Im f = [-1 H 


3. Avem succesiv: sinxcosx == 2sinxcosx -19 sin2x =} O 2xe [С + [А ez} , deci 


„т л 5л lm 17z 
jt ke 2). Cum x є [0, 2x), obfinem solutiile s. ve). 
sek 1*2! me 125127 :127 12 


4. Numărul ao Ent naturale de 4 cifre este 9 - 10%, iar cel al multiplilor de 5 din această mulțime 


este 9 - 10? - 2. Probabilitatea este 1, 5. Avem ВА(3,2) si ВС(—2, 3). Cum БА-ВС=-6+6=0, 


rezultă cos(4BC) =0. 6. Fie AB = 2c, AC = 2b, BC = 2a. Atunci R = a şi ПЕ И SA m 
p а+Ь+с` 


XR*D- dos 2bc 2). а? +аЬ+ас+ 2с b *c +аЬ+ас+2Ьс _ зэ 6+) +а(ь+с) 
a+b+c a+b+c a+b+c /^—atbtc —— 


= 2(B + c) = AB + AC. 


Subiectul II 
1. a) det(4) = 0. Cum A + О, rezultă cá rang(A) = 1. 
4 6 
b £ - 2 j^ Vom demonstra prin inducție că А" = А, Vn > 1. Cum Р(1) si P(2) sunt 


adevărate, presupunem că А” = A. Atunci A"! = А”. 4 = А. A = А? = A, deci Р(п) este adevărată Vn > 
1. În concluzie 4202 = 4, 

с) Cum h - (34) = (34) 
Aes DGA) = 1, je 3*-A- 1, ZO Эр 1,4414-3)-1- 


5-1 


* Lb, folosind binomul lui Newton obținem (4,434y = 


=1,+(4"—1)А. 

2. a) Fie (a, Б) şi (x, y) є G. Atunci (a, Б) * (x, y) = (ax + 2by, ay + bx). Cum a = ax + 2by eZ, f = ay 
* bx € şi a? – 2f = (ax + 25у) – 2(ay + bx? = de + AB y! — 2a) y! - 27,2 = (d? - 2 - 2y)) = 
1-1- 1 rezultă cá (a, Б) * (x, y) e С. Cum (1, 0) e G rezultă cá С + Ø şi de aici concluzia. 

b) Din punctul a) rezultă că „+“ este lege ре С. Cum (а, Б) * (1, 0) = (a, b) = (1, 0) * (a, b), У(а, b) є 
С, rezultă că „+*+“ are pe С elementul neutru (1, 0). с) Fie x, = (3, 2). Cum 9 - 2 - 4 = 1 rezultă cá x, e С. 
Мойт cu x; = ху * xj, X3 = x; * x, Şi inductiv Xp = x, * ху. Cum „e“ este lege pe G rezultă că x, e С, Ул? 1. 
Dacă x, = (a,, bn), atunci cum х, = (am bn) * (3, 2) = (3a, + 4b, 2a, + 35,) rezultă că а, = За, + 4b, si bi 
= 2a, + 3b, Cum а = 3, b, = 2, rezultă că а, b, € N *, Уп > 1 şi аы > ap Rezultă x, # x, Vn # m, deci 
mulțimea (x, | n e N *) este infinită. 


Subiectul III 
1. a) Fie A punctul de pe graficul lui л de abscisa 3. Cum Д3) -27 +1 


coordonatele (3, 28). Cum f'(x) = 3x? i si /(3)-27 +1= = ‚ rezultă că ecuația tangentei în A 


= 28, rezultă că A are 


este у-28- E —3). Deci, ecuaţia tangentei este 82x —3y -162 - 0. 


b) Avem lim S69 - (0) УЛО) im v ы 3 -limt 
х-0 х 


х-э0 х-э0 E 


= +оо, deoarece К-1 este 


număr par; rezultă cá g'(0) = oo, deci g nu e derivabilă in т 
с) Deoarece f'(x) = Зх? +1 >0 Vx eR , rezultă cá f este strict crescătoare. Arătăm prin inducție cá 
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эрт 
- 
o 


şirul (x,),,, este strict crescător. Avem x, =1 "ES x, —1. Presupunem CĂ x, > x, 4. Cum f este strict 
3 
crescătoare, rezultă că f(x,) > f(x, |), deci хад» х„. Dacă (x), € mărginit, atunci x, > / € К. Cum 


1 


Хул x гэ , rezultă că =P ын 38-21 e le HR 0, E . Deoarece (х„)„ este strict 


crescător, rezultă că x, < /, Vn e №, deci x, < E «1, Vn > 0, fals. Deci (х„)„ este nemărginit si fiind 


crescător, rezultă cá lim x, =. 
п» 


1 1 
2.4) 1,7 | NX +1 = [хуй +1 dx= 
0 0 


1 
Jo? «9^ ce + ar = то? + 
0 


E - ie -1). 

b) Cum 1,,-1,5 Jenni a ends z ре (х-1) dx < 0, deoarece x" Vx! «120 

şi х-150,Үхє [0.1] ‚ rezultă că şirul (/,),,, ди descrescător, deci mărginit superior. Cum 

xx +120, (V)x € [0,1] rezultă cà 7, > 0, Vn 1, deci şirul (1,), este mărginit. 

с) Cum 0< "5/22 +1< 4/2 х", Vx e[01], VneN*, avem 0&1, < Нэг 4х =з E p 
9 


nli nl. 
42 


Cum lim = = 0 , din teorema clestelui rezultă cá lim 7, =0. 
no n + no 

Testul 5 

Subiectul I 


244 а-(5-1) Їа-(5-000-9-ад) 
+Ё 1-b+ai (l-b +a 

-@ = 0 & d * b = 1, unde z = а + bi. Obținem |2? = 1, deci |р = 1. 

2. f- f^ efo р) = х, УЕ о f(x+a)=x&x+a+a=x,VxeR,deunde a-0. 


3. Ecuația se scrie sinx = 1 — 2 ѕіп2х <> 25іп?х + sinx — 1 = 0 €» (2sinx – 1)(sinx + 1) = 0 © 


e sinx = sau sinx = -1, deci хе #+т|кє®| o {Э®+2®лт|кє®}. 


1. a) Avem eR < (b + 1)(1 ~ 5b) - 


4. Numárul numerelor naturale de trei cifre este 900, iar numárul celor cu toate cele trei cifre pare este 
100. Deci numărul cerut este 800. 


-За41| , +2 . 
5. t.a) = ЕЗЕР iar 49.4) = 721. Annai ФР, di) = Р, dj) o 3a + 1| =la + 2| < - 


3a + 1 =а+ 2 sau -3a + 1 =-а-2 < a--i sau a=3.. Deci ae(-1.3) 


4'2] 


6. Avem 43 = 48-4С 4 oig- di triunghiul АВС este echilateral. Rezultă BC = 2. 
sin 


Subiectul II 


1. а) Сша B e М, (С) şi A, = н 2 


2 
| энд renta t rangut tui este 2, ут eR. 


»лв-[ І 


-2 
| Atunci det(4B)=11+2m . Rezultă că т = –11. 
2+m 7 2 


Q Fe X -(a Di X-A-(02 S«»a*2be1,be2,-2aebuoBeoqc 50-29 Х--03 2). 


2.a) Avem e * x =>, Vx cR eetaecx-x(V)xeRee(x*a)- o (V)x eR €» e = 0. Deci 


: 1 din епип{ este 0. 

ngurul numár cu proprietatea um | 
i) в „*“ are element neutru «dee R astfel încât x * e =e *x=x, Vx e К < хе+ах+е=х ўі ех 
d etii Ух ЄЙ сэҗе+а—1)+е= 01 ех + пе= 0 Vx c «зе=0йе+й—1=0 cac] 


) Pentru a = lavemx*y-xptxtyc(xt D + 1) - 1. Atunci (x * x) * (x * x) = 15 e 
б (+10 - 0) (+ 10-0) = 15 9 (8+ 1) 1 = 15 © (х + 1f = 16 юх +1 = 2 sau 
х+1=-2, deci x = 1 sau x = —3. 
Subiectul IIl 
LEN 
a) lim 09-70) tim x = lim үл» Š . Aplicând teorema lui l'Hóspital, cazul Ч „obţinem: 
ы хэд X x30 х x X 0 
TL 2 зїп? х sinx 
lim £052 — = limt ZES = Tim ЭШ = lim = 0 , deci feste derivabilă în 0 si /'(0) = 0. 
W 2x хэд 2xcos?x  :*92xcos'x x 2 
x 
-tgx ; , 
2 — 
Л (Y Cos x .X-sinxcosx _ 2x —sin2x 
b) Pentru xe(o.£) avem f'(x)= m ыг л LIE 


Fie s (o£) R , g(x) = 2x — sin 2x. Cum g'(x) = 2 — 2cos 2x = 2(1 - cos2x) > 0, vxe(o.£). 


7 


rezultá са g este strict crescátoare pe C 3 „deci g(x)> lim g(020, Vxe (о E), Cum /'(х) > 0, 
Үхє (o Э şi f '(0) = 0 rezultă că feste strict crescătoare ре [0, Z ), deci este injectivă. Deoarece Д0) 
2 2 
-1gi lim (х) = ©, din continuitatea lui f rezultă că Im f= [1, ©), deci feste surjectivă. 
х-эл!2 


б, fi =] Л 34745 21 = л 
c) Cum lim f(x) = o şi f este continuă şi inversabilá rezultă lim fx) TS . Atunci lim f (m- i 


2 


d . li m 
eci тх, => 
4 | M 1 20121 qe 
f х? ax „| РЕ Т раве iex а 
29 1- pce fos în dx = na | 2576, : ч 


b) 1,:-1, = [m x(Inx — 1) dx < 0, Vn e N* , deoarece 0 < Inx < 1, Vx e [1, e]. Rezultă cá (Гл) este 
nt n 
1 
: i şirul 
descrescător, deci mărginit superior. Cum хіп" x 20, Vx є [1, e], obținem 1, 2 0, Vn > 1, deci sim 
(I)a este mărginit. 


0 e 2 x х? e e tex : A е па ахх = 
o) Li в (2) In" хах = in uem om x maj 5 E | 
1 1 


1.20, rezultă cá 
1 


=ё--П+1] „deci I =-©—-—2—.1„. Cum şirul (1,), este mărginit si Mas 
20 2 " ^ nl n+l 
lim 7, - 0 
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Testul 6 


Subiectul i 
1. Avem [zt] sessi <a se A =[5,7) ^ Z - (5,6) , deci A are două elemente 


2. Fiey € (2, ©). Atunci Дх) = y €» xa - 2x +3 =y e» x - 2x +3 -y - 0. Cum A = 4y - 82 0, rezulta 

că х-14/у-2 .Cumx e [1, œ) obţinem /7(у)-14 [y —2 . Ca urmare, inversa бий айн 

f`: B, ©) > [1, ©), /7(х)=1+у/х—-2._ 3. Ecuația se scrie агссозх+ 25 = л < агссоѕх= 2 
3 

= х= cos? e x -i ‚ 4, Numărul submultimilor lui A este 25 = 32, iar numărul submultimilor care 

contin elementul 1 este egal cu numărul submulțimilor lui B = {2,3,4,5} , adică 2^ = 16. Probabilitat ” 


сепий este 2 5. Cum А є d, rezultă că 2 + 2a = 4, decia = 1. Din А e d; rezultă că b = 1 -2 =~], 


cosx _ sinx 4 
sinx cosx 


2 D 
ue COS GER X X = q ep 200523 — 4 eo ctg2x - 2 e» tgx - 


. ctgx -tgx- 4 < < : 
ЧЕ 4 sinxcosx sin2x 


һә [— 


Subiectul Il 
1. а) Inversiunile lui o sunt (2, 5), (3, 5) si (4, 5). 


да 12345) д(2349,. 02945 аан 
Vi = 0 = 10 = =e, " 
14523 15234) 195.43 яагаа 


şir e (0, 1, 2, 3} astfel încât k = 4c + r. Atunci о"-05" -(0“У-о”-07 „deci = (е, с, 0°, с>). 
Їп concluzie, А are 4 elemente. 

с) Presupunem cá ot = то. Atunci (07)(1) = (ro)(1) 2 с(т()) = c(o(D) > o(i) -10) > o(i) 2 i , fals 
pentru ca singurul punct fix al lui x este 1, iar i > 2. 


2,4) De exemplu, х= y 2 —? mE . Atunci x? = y? = —1006 şi хжу= 2 +y «2012 20€ N. 

b) Din enunț, „** este lege pe R. Pentru asociativitate, fie x, y, z є R şi avem 
(хжу)ж= +y e2012*z- У + у? +23 +4024 2 х+(уж2) 5 

Deoarece х ж 5/2012 = 3/-2012 «x = 32-2012--2012 = x rezultă că е= 4/2012 este elementul 


neutru al legii „e“. Fie хє} ; din х*х'=х'*х=е se obține х = —/4024 4 x! eR , deci toate 
elementele lui R sunt simetrizabile. Ca urmare, (R,*) este grup. 


c) Fie f : R, +) > R, *), /(х)44х-2012. Cum /(х)* (у) = Vx -2012 *i]y - 2012 = 
Ax* y -2012 = f(x y), Vx, y e R şi feste bijectivă, rezultă cá f este izomorfism. 


Subiectul III 
-BX re(01) inx-l 00,1) 
1. а) Deoarece f(x) = i 5 avem /(х)-4 *^ , deci f este derivabilá pe 
mr хє (1, о) Ium хе 0, оо) : 
х х 


(0,9) V {1}. Cum lim Хо) =0 = f(I), rezultă cá f este continuă în хо = 1. Aplicăm corolarul lui 
Lagrange şi obținem lim f'(x) 2-1, deci (0) 2-1 si lim f'(x) z1, deci f, (1) 21. Rezultă cá f nu € 


derivabilă in xo = 1. 
b) punctele de extrem ale lui / sunt 1 si e, aşa cum se observă din tabloul de variație al lui f de mai jos: 


c) Deoarece lim ТО)ф-ою,Д1)-0, f(e) -1 şi lim f(x) = 0, din continuitatea lui f rezultă că ecuația 


: к 1 
fo = m are trei soluţii reale <> тє (б. 1) " 
0 2х _ 
2.4) A= |709 |9. Cum /0)-6" l.l pentru x є |-1, 0], rezultă că | Дх) | = Ax), 
4 


o 
5e +е-2. 


0 
vx e [-1, 0], deci A= [(e* - e") de= (е +e) 
- 


b) Fie F o primitivă a lui f. Atunci F "(x) = f'(x) = + e” > 0, Vx e R, deci F este funcţie convexă. 


Mess cop T Ие us FO) р е-е. ех. e -] 
c) Cu teorema lui L'Hóspital : lim; [ f (ш elim = -lim—7 — lim So lim F =й. 
Testul 7 
Subiectul | 


1. Avem (1+ 4/2) {2012 + 42) = @+/2){/2} = (1+ 2)42 -[V2] = (1 2)42 - 1) -1e N. 
2. Deoarece fl — x) = fl + x) şi Д2 — x) = Д2 + x), Vx € Е rezultă cá fx + 2) = (2-7 х) -/1- 
-(x-10)2fü-*x- 1) = Дх), Vx e R, deci f este periodică, de perioadă 2. 3. Ecuația se scrie 


cos? x-sin' x=} © cos2x =}. Cum xel 0, Z |= 2x etant, deci 2x = 7. Rezultă хк. 


4. Pentru k > 2 avem А} = T Sp Str 6-0, care este număr раг. Cum 42-1 şi 4-5, 
probabilitatea cerută este 2-1. 5. Avem 2 АМ -2BN = AB + AC - (ВА + BC) = 


2 AB + AC + CB = 24B + AB = ЗАВ. 6. Cum (5.8) avem cosx<0. Din cos! x-sin^ x1 


Qs. qu 
rezultă cosx = li sin? x ==] - 25-12. Atunci ctg 2y = 088д 0082-81-34 == 


sin2x 28іпхсоѕх 120' 


Subiectul II 
1.a) det4(m) = -3m? -m+ 1. 


b) det4(m) =0 S 3m * m- 1206 ne zB, 503) cum me Q , rezultă det4(m) + 0, 


| 

м 

E 

deci А(т) este inversabilă, pentru orice тє Ф. Е 
12-3 02-3 0 o0 -2 : 

с) А(0)=|0 1 -11-1,48, unde В=|0 0 -1|. Deoarece В?=|0 0 0 |$ B’ = О,, Е 
0 0 1 00 0 00 0 i 

31 
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rezultă că В* = O, pentru orice 4 2 3. Ținând cont că J - B = В. h, avem: 


1 
x х xil 
D 2n -n S ECC MIT. |Е-Еве з 
-п?-— 1-6" [i 
(40) = +Ву' =1, +с\в+ cip cp пръти) pilo | á i РЭН | 
„B+ CB =], TUM -n sa ае Al) = . Deci lima |x” f(x) dx = 
4 00 | g Avem p b rin р а pre эрээн А UT | 


1 
^ zl 
2. Observăm că putem scrie x « у = x2" ie, _ (оьх)ењ» _ glos rog, y п 


_1 
И ҮРҮ 27 


4) хжу= 19 g BEN = o ү, "log, y =0 < log, x =0 sau log; y 20 х= 


= 1 зац у = 1. 
b) Cum shy ai ep 20, Vx, y > 0, din punctul a) rezultă cà X* y € (0,0) {1} pentru ul 8 
x,y € (0,00)1 {1}, deci „ж“ este lege de compoziţie bine definită ре G =(0,%)\ {1}. Veri бай ce Test eui 
continuare axiomele grupului. în А 


= & lz? = 1, deci |z| = 1. 

22 + 2 + 2 = 0 are soluțiile z și 2. Cum z-Z =1, rezultă с 

dup + 0, atunci f este funcție de gradul П care nu este funcție monotonă. Pentru a = 0, 
a 


fo 2x + 3, deci f este strict crescătoare. 


з. Ecuația se scrie 2) за (3) 42-0 © (3) = (6) - 3 -0c 2) =1 sau (2) =2, 


deci soluțiile sunt x, = 0 şi x = 108232. 
4. Numărul funcțiilor strict monotone este 2 C?. Atunci 2C2-20 < С2-10 Ф n(n- 1) = 


* Asociativitatea: pentru orice x »У,2 € (0,20) (1) avem (хжу)ж2= ж (ez), deoarece: 


(x*y)*zz Ооё» x-log, y *z- glos o mr mr), = 91089 x log, y-logy z 


si x* (у ж 2) = -Xx* (91089 »logyz _ а. gloss log (soto вог) _ = 9% logs y- rogoz 


e Existenţa elementului neutru: Cum x*9= Dorin? > ИТОГ 


7X, Pentru ori 
x € (0,90) \ {1} , rezultă că 9 este element neutru al legii „ж“, enca 


e Simetrizabilitatea elementelor: Fie xe (0,95) (1). Cum x*x'= X' x = e e 9'8 logs x' 


-9« = 20, deci n = 5. 


5. Fie Мо, В) piciorul perpendicularei din А pe dreapta d : x — 2y + 5 = 0. a ma * там = -1 rezultă 


B5 -2, deci 20 + = 4. Cum Ме d avem а — 2p = –5, de unde a=2 şi 8-8. Dacă А! este 
a- 


H 
n logg x " log x 
e» P! 29e x 0985 gens e (0,20) V (1) , rezultă că toate elementele din G sunt simetrizabile. 


* = юл _ 3 = 1 " 1 I 
€) хжхжх=3 < 9 Зэ logo es logo xo sr eo egi | | UR m 
simetricul lui А față de dreapta d, atunci x, = 2a — ari $i y,22f- »,-4$, s 
12 si AC = 6. Cum 


Subiectul III 


Env 
1.a) f'()- a Б A 20, Vx e [1, ©). Cum f'(x) = 0 c» x = 1, rezultă că feste strict 


6. Presupunem că triunghiul este dreptunghic în A. Atunci BC = 2R = 
AB = 4144 -36 = 643 „rezultă că perimetrul AABC este 18+ 645. 


Subiectul II 

1. a) Inversiunile lui o sunt (1, 2), (1, 3) şi (2, 3). Cum m(o) = 3, rezultă cá o este m ng. Т 

b) e(f(x)) 2 1 © elox) = 1 o elo) -£(x) 2 1 < &(х) = –1 сева се demonstrează ec i ui d UM 
c) Avem f(x) = Қу) > ox = oy > х = y, deci f este funcţie injectivă. Fie p numărul коп Ышы. 
din 5, si q numărul celor impare. Deoarece f este injectivà şi duce orice permutare р la eri 
rezultă cá p < q. Cum f este injectivă şi duce orice permutare impará în una pari < 


crescătoare pe (1, oc), 


b) lim nf (x) = ©, deci graficul lui f nu are asimptotă orizontală spre +оо, Cum m= lim == / эн 


X X 


rezultá cá graficul lui ти are asimptotă oblică spre +оо, 
€) Din punctul a) rezultă că Дх) > ДІ) =0, vx e (1, oo), deci pini, Vx є (1, оо), Rezultă că 
x+ 


1 = Obţinem p-4 = 24 -12 . Deci oricum înmulțim permutările din S4 obţinem o permutare pară, deci 
-hnE2J | -žy , pentru orice x lp kel. 1 ; 2 
»УЄ(0,0), x» y. Atunci 11 &*1,. 1 — > 1, deci 1 

a y ур хэр? 5 2 k “ pur produsul este diferit de с. 

у 100 4 0 8 Кыке şi 
1 2 п T pa m A(x)=E+xF. Cum =н, = 
РТ htl, , de unde lgl, gl. <l k+l Бай 2. а) Notând Е-10 0 0| ЯяР-|0 0 0 |, avem 40) 

112841 2n41 2 (11 k 2 001 -1 ô -2 


аге 
EF=FE=F, avem А(х): А(у)=(Е+хЕ)(Е+ yF) -E c (x e y &2xy)F = AQxy tx t у), € 


H 
1 1 1 m 1 А Ж---, 
aparține lui G, deoarece 2xy + x+ у= (xy 4) -3 + 2” решги опсе х,у 2 


Ї i i iativă şi A(x) 
5) Din punctul a) înmulţirea matricelor este lege pe G. Înmulțirea matricelor este asociativă si АС 


2. a) Aria suprafeţei este лө Ims "a “(1+ a% n T Тыз 
е е Эс ET 


= In |+) zine-h(e 1) «hz em 2e. 
et 


! 2 c | 1 1 1 
b) IE f) dx = Голо) dx» f? r6) а= Јело а pero ac - [UC + fo) = 
1 4 ^ ; ; ; 


я l|. atunci 40) este 
LE ci 
A(0) = A(0) - A(x) = A(x), deci А(0) є G este element neutru. Fie xen d за 


: i TED. 1 incá А = A(x): AQ) = 40) = 
Simetrizabilă dacă şi numai dacă există х єк\{-1} astfel încât A(x)- A(x) = A(x 
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e» A(Qxx' x + x) = A(0) S x'Ox «yo x em х -- 
2х+1 


simetrizabil în G şi (A) = А (- x ) 
2x41 


‚Лоу = 4| X2 (55) ( x_1l,1 (2-1 1)-1 L Ы. 
9 4v din don ( 2 E a жи JE 1+1) 3 » 393^ s i 
oricare ar fi x, y e R* , deci feste morfism. 


Injectivitatea: dacă x, y € R* astfel încât f(x)- f(y) 4t) 405) morb 


Surjectivitatea: Fie A € С. Atunci există хєк\{-1 astfel încât A = A(x). Cum 2x + 1 xQ " 


ox deal 2^1=1 ) = 463. л, deci feste surjectivă. Їп consecinţă, f este izomorfism. 
"i 2 


Subiectul III 
МИР 1 1 1 

1. а) Cum x > 0, avem f(x) = lnx — In(x + 1), deci f'(x =—-—— = ——— »0, Vx e (0, o). 

) Хх) (x +1) Јо) : AI e € (0, œ). Rezultă 
că f este strict crescătoare. 

: , 1пах-Ш(х+1) : ЧЕ са А 0 
b) limx f б) = а р Aplicăm teorema lui L'Hóspital їп cazul D Cum 
x 
1 

іт 2+0 =- lim , rezultă cá limita cerută este —1. 
xX xx 


x? 


с) Fie x > 0. Din teorema lui Lagrange aplicată funcției g : [x, x + 1] > R, g(r) = lnt rezultă cá 
3 c € (x, x + 1) astfel încât In(x + 1) — Inx = g/(c) -1442-1 . Atunci n-Xe(-1,-.1:). 
c \x+l x х+1 x x+l 
1 


deci xu сг la, 
х х+1 


х” 


1 1 1 

2.0) l= | sinx dx = | С-совх) dx = -x'cosx| +2 [xcosxdx = – cos1 +2. [хоху = 
0 0 0 

= -cosl + 2xsin |, —2 f sin xdr = — cost + 2sin1 + 2совх1, -2sinl4cosl-2. 


0 


! 1 2т+1 
b) Avem Os sins «sinl csin = УЗ, Vx e[0,1], deci 0< [x sinx ax « PE ari 
0 0 


2 2n4l 
ахад 
4п-2 


, pentru orice n e №. 


1 х" х" 1 ! хээ 1 1 1 
c) = ) sinx dx = 7—sinx |, - f cos x dx = sinl- fe cosx dx. 
б\2п+1 2п+1 2п+1 2п+1 2n+1; 
1 1 1 | . 
Cum 0« je cosx dx < Тул daal , rezultă că  lim|x^"''cosxdx. Atunci, din 
; ; 2n42 m 
1 


sinl- n 2п+1 dx, ltá å li I zd Р А 
2п+1 nl TN шин E 2n 


nl, = 


1 a 
Ri Hj . Deci, A t 
€ 5 (x) este eleme, 


Testul 9 
subiectul 1 


n n n" 2 . 1 
= )=2 Ук+ l=n(n+1)+n+1=(n + 1). Relaţia din 
„Avem +3 +5 ++ (2л +1)= У (2+1) >, >, 


k=0 


i = = 24. 

devine (п + 1) = 625 & n* 1 = 25 &n 22 
к Дх)= x (X) -2) + 3. Cum f(0) = f£ (V2) = 3, rezultă cá f nu este injectivă. 
2. 

2x , 1+с054х _ " 
3. Ecuația este echivalentă cu ъс + UM “a 1 < cos2x + соѕ4х 0 
um л Зл 5л 

cos3x · cosx = 0 < cos3x = 0 sau cosx = 0. Cum соз3х = 0, x є [0, л] <> зек, 37 m | 


exelt z 3) „iar cosx = 0, x e [0,л] <= x > 2 rezultă că soluţiile sunt шаа 
6'2'6 
4. Numărul total de funcţii este 53, iar numărul de funcții pentru care /(1) = Д2) este 52. Rezultă că 


— . = na . EM m . Ж . 
numárul cerut este 53 — 52 = 100. 5, Cum и si v sunt coliniari, rezultă cá 2 = 5' десі т = 10. Аїипсї 


умт" = = 4104 = 2426 . 6. Fie / latura triunghiului echilateral. Din teorema sinusului 


38. 


: Р 
1 л z= — = 
rezultă că 7 = 2Rsin 3 -43.Deci S = PT 1 


Subiectul Il 

Dod 211 | 
1.ФЕеХ-| 2 2 .Atmdi 2X?-| 2 2 |, деше 2X? + X +1, -O; deci X e M. 
| 1 0 TE 


b) Avem A є Mc» 24? + А =-1, €» A(2A + h) = —1„. Rezultă det(A) - det(24 + L) = 1, deci det(4) = 0. 
În consecinţă, A este inversabilă. | 

1 i i ient sá gásim o 
)4eMo £ +14 + ih = О,. Din teorema lui Hamilton-Cayley este suficient să găsi 


a =-l şi - eL. Alegem, de exemplu 
infinitate de matrice “ Jem cu a+d= р şi ad — bc 7 g 


d 
.L 5 | 
а=-1.‚4=0 b e R' si c - —-. Matricele 2 „cu b e R', aparţin lui M. 
2? , 2b _ 1 0 
2Ь 


n2 = e, deci ordinul lui o este 2. 
1 2 3 4 


i „Fie 
b) Fie т, t2 є Н. Cum e(tiT2) = & (т). e(12) = 1, rezultă ВР түт; este pară, da € .. эн 
t € H. Cum &(e) = e(t - T’) = e(t) - e(t”) -6(т7) rezultă că є(т ) = ele) = 1, deci x! este pară, 
т! e Н. Deci Н este subgrup al grupului Sa. 


2. a) Avem o? ( 


2 3 
c) Fie f : S4 — 5, un morfism de grupuri. Dacă f e 4 14 


3 4 
1233 ү (12 $4 А (5 | 
==. 3 4 | 1 4:3) "bem GT ai 4 a 


2 atunci е = Де) = До?) = 
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Subiectul IIl 


1. a) lim 70) = lim £L (12). lim tH (1L) =1 + Ine = 1, deci dreapta y = 1 езе 
x00 xo х хээ у х 


asimptotă orizontală spre +оо. 


7 1 1 т 1 1 1 1 
x) = In] I -— |-—,x € (0, ©). Cum (х) = 1-1 


»0, Vx € (0, oo), rezultă 


cá f' e strict crescátoare. Dar lim f(x) = 0, deci f'(x) < 0, Vx e (0, oo), adică f este strict descrescătoare 


(k) 1). ONSE) x 
c) Avem £0 (1+1) m + 1) — Ink, deci 2x 2. nk +1) In) - (л +1). Atunci 


T шх +1) _, 
х 


1 1 
lim(In(n + 1))" = lime" йг . Cu teorema lui L'Hóspital, lim ime ar =0 
n-o n-o gem x0 (x + 1) e ln(x + 1) » 


000200) = 0. Ca urmare, limita cerută este 1. 
n 


de unde rezultá cá lim 


1 1 -l 0 0 
; 1 1 12 1 
2. x) de= |х27 4х=—1 fx a=} zu= 12| uh. 
4 [fo | 2| 21 22|, 4ш2 
п+1 


п n+l 
b) Avem 1,4, - I, | РО) 4х- | f х = [| f(x) dx . Cum Дх) > 0, Vx e R, rezultă cá 
1 1 п 


Ina — În > 0, Vn e №, deci şirul (/,), 1 este strict crescător. Deoarece 0 < 1,- р" dx < 123 dxz 
LI 1 


22 
In2 


| = zx -i) « 55 rezultă că şirul (/,), este mărginit. 
n+l 
с) Din teorema de medie, există c, e[n,n+1] astfel încât | Fa) dx = /(с„)(я+1— п) = f(c,) . Cum 


n+l 


lime, =o , rezultă că lim f'(c,) = lim 2% = lim27 - 0, deci lim f /(х)4х=0. 


n-o 


Testul 10 S 

Subiectul | 

1. Cum 3? > 22 rezultă că 3>2"5>2%2. Rezultă că log,3>V2, deci log23>2. Atunci 

log, 3 > 57721082 «log 4.2. ДУ) = 0 ә х*— 237—3 = 0 eo 2 + 162—3) =0 6 х=%/З, 
2 


rezultă că graficul lui f taie axa Ox în două puncte. 3, Pentru x > 0, x 1 ecuaţia este echivalentă cu 
x-3x42- 0, ecuaţie care are soluţiile x, = 1 şi x; = 2. Cum ха 1, ecuafia are solufia unicá x = 2. 
4. Numărul este Сз, Cs. 5. Fie Мо, В) piciorul perpendicularei din A pe d. Cum тузт, 77» 


rezultă că 2-2 
a-l 


= -l, deci a + f = 3. Deoarece M(a, В) e d, avem a -B = 3, decia =3 si B=0. 
6. Avem В-С-л-А 42 , десі ЭР В» 2 -C . Cum funcţia sin este strict crescătoare pe E z| 


rezultă cá sin B > sin (= - с) -cosC. 


Subiectul Ii 


1 0 10 
ie А= .Cum 42 = -А-Ж ltáà 4 e M. 
4.a) Fie Ё 0) А sl A = A' , теғи 


уАєМ= det(42) = det(4') = det(4) = det(4). Cum det(A) + 0, rezultă са det(A) = 1. 

c) Fie [е jJ" cu det(4) = 0. Cum 4? = (a + 4А = ЛА, rezultă că (a + da = a si (a + dìd = d, 
с 

deci (a + d) = а + d. Dacă a + 4= 0, atunci А' = 0, decia = b = 0 şi @ + b? а = 0. Dacă а + d= 1, atunci 

A= A'. Rezultă b =c şi d= | — a. Cum ай— bc = 0 obţinem a(1 — a) — b? = 0, deci à? + 2 -а=0. 

2.4) 0,» A00 = af 0) +31- a) = a(bx +3 -b)«3ü -a)-abx*3X(1- ab) = f(x), VxeR. 

Cum fae Jo $i Ja au acelaşi domeniu de definiţie şi acelaşi domeniu de valori, rezultă f, f, = f, . 

b) Cum a + 0, b + 0 = ab + 0, din punctul а), deci compunerea funcţiilor este lege bine definită pe G. 

Compunerea funcțiilor este asociativă, are element neutru, deoarece f,» f, = f; o f, = fa Va € R* , şi, 


pentru orice a € R', fa fi = f, o f, = fi. Ca urmare, (G.») este grup. 


с) f,» ff, = Лу. Atunci /,(3)-8х-21 ex ах + 3(1- а?) = 8x — 21, pentru orice x € R , de unde 
rezultă că а? = 8 şi 3(1 — a ) * - 21, condiţii îndeplinite pentru a = 2. 

Subiectul IlI 

1. a) Cum feste continuă pe К \ (1,2] , studiem limitele laterale ale funcției f in punctele 1 şi 2. Avem 
lim Го) = +, lim f(x) = — $1, respectiv, lim Јо) = —©, lim ГО) = +о, deci dreptele de ecuaţii 
хи х х X 


х=1 si х= 2 sunt asimptotele verticale ale graficului funcţiei f. 
1 1 1 
2 X х " : lim yin 
33) (1) = im(1) = lim y" =limeP” 2e] ug , deoarece 
x!-3x42 x х ээд yo 
1 


Ы im = tim( 


ao 


L'H ЁС 
lin yli y = igit = іп = lim(-y) -0. 
yo yo 


yo y! wo -у? 
2х 4 2 л 2 1 " 2 
= ^% =I _ _—2 Rezultă cá x)=4 - . Avem f'(x) 0 
а pi 15 pp A fe [35 ue 
3 3 
"n NR e(zzz) -2 o 52245  у-Й2-2. 
(x-2y (a 7 \ x-1 x-1 42 -1 
1 1:2 1 
t 1 (01:42), 1,2 | lud 
2.4) f()-- dr 2 5 [(—— 7À dizi +2) | 2512. 
uil Y 21842 a 
l x+2 x 1 x+l 1 
b = t +2t dt = а= A 1 . 
) f(x*2)*2f(x) Fu | fb ТЫ, 


»" 
с) Cum f(x * 1) - f(x) = H dt <0, rezultă f(x+1)< f(x), Vx > 0. Folosind acest lucru, avem: 
0 


3f(x+2)< f(x 2) + 2/(x) <3 f(x), de unde, conform b), rezultă 3f(x+2)< = <3/(х), Vx » 0. 


5 1 1 x х j 1. Cum 
Ob < < ‚ de unde < xf(x) < , pentru orice x > 
me р S qoc seri 7005 up ' P 
А ? n 1 
1 X = 2 =l rezultă cá limx f(x) 2 —. 
хе 3x +1) хэер) 3 хэ 70) 3 


Testul 11 
Subiectul | 


E А : 1 А 
„Fie z = а + ib. Atunci а? +? =(a-1) +b? < 2а-1=0<а=1. 2. -1-53 «|. 
1.Fiez=ar+i (а-1) = 2а 2 Im f ape =[2,), 
ш ={—=,—А-]=(-»а+4]. Atunci mf г\йпе=1еза+4=2Фа=-2. 
а 


з. Ecuația se scrie 8 +1=9 [| + (ÀJ =1. Cum funcția f: Вэ» r, лө «(3 - 


strict descrescătoare, deci injectivă şi A1) = 1, rezultă că ecuaţia are soluția unică x = 1. 
4. Există P submulfimi ordonate cu trei elemente саге contin elementul 1 pe prima poziţie. Analog 


pentru submulțimile care conţin elementul 1 pe poziţiile 2 si 3. Numărul cerut este 342 =36. 


5. Fie B' simetricul lui B fati de A. Atunci: зо =x, şi =н =у,. Rezultă că 
Xp > 2X4 Xp =-2 $i yg = 24 Ya 22. 6. Avem BD = 2R, =2R, = ср. ‚ de unde rezultă că 
аш; авт 


BD = CD. Din teorema bisectoarei avem cá BD . АВ , deci AB = AC. 
` CD АС 


Subiectul 1 
111 

1.a) Avem 4? -1,51611 1 1|. Cum? - s O; şi toti minorii de ordinul doi sunt nuli, rezultă că 
111 


rangul cerut este 1. 
17 16 16 3a+b 2а 2a 
5) A -aA*bI, «»|16 17 16|-| 2a За+ь 2а 
16 16 17 2a 2a За+Ь 
conduce la a = 8 si b = —7. 


‚ de unde 2a = 16 şi 3a + b = 17, ceea ce 


c) А -84 —71, & 4^ -84 - 1, © А(4-81,)--71, со А” --14 +2. 


1.a) [Lo noi -1108-007-044-1ү2/-4-3 5 =х*у,Ух,ує(,®); 


b) Din ipotezá „*“ este lege de compozifie pe (1, oo). Verificám axiomele grupului: 


* Asociativitatea: pentru orice x, у, z € (l, х), avem: (x* ээ ( a opel): = 


2 dă 2 _ 2 2 
= аә у? а р [EDD D лш,» Lot- - 
4 4 16 4 
2 22 2 e 2 E 
=, Цог -1) P 1022 -1)+1 = Ї« ur DED a , deci legea „*“ este asociativă. 


* Element neutru: e € (1, оо) este element neutru dacă şi numai dacă x*e-e*x-x ,Vxe(1o)-* 


126186 -prele -1 ух e (1,9) 5e е= 5 є(1, %). 


* Simetrizabilitatea elementelor. Fie x € (1, ©); x este simetrizabil dacă există x є (1, oo) astfel încât 
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16 
/ , log _уүу'?—-1у=4е хх? -14 , de unde 
parere 02-1072-141 -45 e ge D' ^ 3) x 7 21 


x 
16 51 , deci toate elementele din G sunt simetrizabile. Rezultă са (G, *) este grup. 


ө ЕТТ 


x 


fofo- 10*Q)-DU*0)-D*1- > 2х°2у-1=\{зу- = f(x: y), Ух,у € (0,9), 
9 


orfism de grupuri. Deoarece f este strict crescătoare, rezultă cá f este injectivă. Cum f este 
este m 4 


i =] şi li = ltá cá Im f= (1, œ), deci feste surjectivă. 
is crescátoare, lim /(х) =1 şi lim f(x) = © , rezu f 
: 1 | 
лээн de pe grafic de abscisă хо = 1 are coordonatele А(1, A1)), deci (1, e — 2). 
1. 2 


H D 2 = . E t 
ini ГОд-2х e" -2х, rezultă că panta tangentei este f (1) = 2e — 2. Ecuația tangentei este 


у-е+2=Җе-1х-—1). хн... ПОГОНИ 
p) Incgalitatea 245) > х“ este echivalentă cu e" -1-x > ee -l-t-7 20, t € [0, œ). Fie g : 
ба) >R, 80-2 aL. Cum g'(t) = e - 1 -t si g"( = e - 12 0, Vt e [0, o) на cá g' 
este strict crescătoare, deci g'(r) > g'(0) = 0, Vt e [0, oo). Rezultă cá g este crescătoare, deci g(/) > g(0) 
= 0, Vt e [0, ©). | 0 

lim gœ) = 240) _ 570) = lim [o . Cum, din teorema lui L'Hóspital cazul o m 


C x Хо? 
? 1 * 220 i (x) (0) 1 

i 2 yp А e” —1 1 Й -1 EVO ET) c 
. DEW E IAM. Уй lin É—— =, rezultă că g;(0) im 4 
р ще M гэн + wv 
204 . 8(Х)-8(0) , | ЛО) =--L десі nu este derivabilă їп хо = 0. 
jar 0) = EEO „оу ЛӘ Js dein 

х<0 Же 


1 


= 1,3 318. 
3 3 


0 


2.4) 1,- (ог +2х+2) dx (E +з) 
0 
b) Avem І, = je +2х+2)' dx2 [ dx = 2" , deci lim, =, 
0 0 
с) І = fe +1у'(х? +2х + 2) dx = (x D) + 2x +2)" | - 22 4 (c + 2x + 2)" dx =2-5" — 2" — 
0 
-2п fæ +2x+2-1)(x + 2x 4 2)! dx= 2:5" -2" -2n I, + 2nl, ,. 
лэг că (2n + Dl - 21, 22: 5^ - 2". Cum lim E = 0, rezultă că limita cerută este 2. 


“Testul 12 


Subiectul | 


1. Numărul este Um 2 2 


i] i i - = 0. Deci x = 
0, deci produsul este 0. 3. Notám Y1—x =t . Ecuația devine (= — б e цё + | - шин s н 
1 este unica soluţie a ecuaţiei. 4. Dacă mulțimea are п elemente, atunci 2™ = 16, de 


43-1 35-43 (47-45 „3-47 рем. 2. Cum f(-0) = -/(0), rezultă că Д0) = 
2 


– М1 


W МАТЕМАТІСА 


(M M M ———— 077 


E  M.ANDRONACHE*D. SERBÁNESCU • M. PERIANU • C. CIUPALĂ * F. DUMITREL 


322 


5, Fie л înălțimea din A. Cum panta dreptei BC este 1 rezultă că panta lui Р este —1. Ecuația lui 4 
А t 5 
1+ cos20* jt 14 cos100? , 1+ соѕ140° 
2 ПБГ Hue 
1 3,1 2 
+-— (соз 20° + cos100? + cos140°)= =+- Р е 3 
zl ) 2 + 2 (2 cos 60? cos 40? + соѕ140°) = 5 + 1 (cos40* + cos140%) .. 


= x + 1. 6, Avem cos?10? + cos? 50? + cos? 70° = 


3 4 1c0s40* — cos40*) -2.. 
2 2 2 
Subiectul Il 
‚ (з 9y(3 9 р 
1,4) 4 = "CIF = O, . Rezultă A" = О,, deci 4 e M. 


b) Fie X € M. Atunci О = det(O;) = det(X*) = det i ра : ; 

UM rezultă cá А? = tr(X) - X, ы A = we . Ё: à AW w cS : mat « bo Hamilton 

tr(tr (A) - X) = tr(02), de unde ПХ) = 0. Rezultă cá tr(X) = 0, deci Y? = О. 7) 7 On deci 

с) Fie Y e M,(C) o soluţie a ecuaţiei Y^ = A ; atunci Y* = 4^ = O,. Rezultă că Y e M> Y! - 0 

A = О», fals. Deci ecuaţia nu are soluţii. нэн 

2. а) и є (2, o) este element neutru al legii „*“ «ос» x*u-u*x-x,Vxe( 00) 

© (х-2у 8-2 +2=х, Ух є (2, о) e (x — 22 =x-—2,vxe (2,0) o ata ui 

<u-2=eu=e+2e(2,0). Сит (е+ 2) + х=е"0-2+2=х-2+2 = х, Vx e (2,0) менеч 

u = е + 2 este element neutru. ' 

b) x € (2, œ) este simetrizabil <> Эх! e (2, oo) astfel încât x*x'=x'*x=u < (x -2) 972-645 
1 

Dacă x 3, atunci In(x — 2) € 0 şi x' = 2 + (6+ 2) 272 e (2, co), deci toate elementele diferite de 3 sunt 


simetrizabile. Dacă x = 3, atunci (х – 2)" ? 212 e42 , deci x = 3 nu este simetrizabil. 

с) Avem x*x*xz((x-2) 7 +2) жх = (x-2) 97? 42 si x*x*x*x -(x-2)" 7 +2. Ecuația 
: Жу 

se scrie (x-2)" 9? 23 e» In'( - 2) = 13 © (х2) = +43 e» x-2- et? , Obtinem 


аз 4 
а “98522, 


х-246" >2 şi х,-246 


Subiectul ill 


1. а) f'G) = € + 1» 0, Vx e R deci f este strict crescătoare, si, în consecinţă, este injectivă. Cum f este 


continuă, lim /(х) =—®, lim f(x) = © , rezultă cá AR) = R, deci feste surjectivá. 
1 
b) lim g(x)= lim| e* &1-1|- i di ale 
lim g6) mfe Ч х Шы şi Ат в) ‚шп dl E єк , deși э ui : 
este asimptotă orizontală spre +оо. Apoi, li - lim| e* 4. i li i 
p poi, lim g(x) = lim е* + in -o gi lim g(x) zo, decl 
dreapta х = 0 este asimptotă verticală. Cum g este continuă pe ІК“, nu există alte asimptote verticale. 


c) Av m = - xl - 1 1 1 
em Х,-/(-1) P 2«-1, deci x; < xı. Demonstrám prin inducție că şirul (x), 687 


de 
à screscător. Presupunem x, < x, ,. Cum f este crescătoare, rezultă că f (xn) < AXn-1), deci Хан S Xe 
resupunánd că (x,),., ar fi mărginit, atunci şirul ar fi convergent; notând / = lim x, , rezultă ДЇ) = l, 
no ЧИ 


de ! 1-12 l= - i 
unde е-1-1-1656 -1651-0 Cum (x,),,, este descrescător, rezultă că x, > /, Vn e №, de! 


x,20, Vne N”, fals. Deci şirul (x,),,, este nemárginit şi, fiind descrescător, rezultă că lim x, 2—o. 
noo 


F Р 1 ° 1 
j бах -a- cosx ax- [dc - A DN NE 2a |, =®. 
0 


2х 11442 1140 je 


1-- sin? x :zl-esin'x 
2 


2. а) Aria = | /с0| х = 
0 


0 
2x 


0 
p) Cu schimbarea de variabilă y = 2r - x avem: I= [x (x) dx =- [Ол =y) fQz-y)dy- 


0 25 
» cos(2z — y) f cosy м ir 
а apa CESE —9 de ар-р Пу |Ол- z E 
Јат nor” [т-ту [о 7) [ero 


27 2r 
| » _ cosy _ uu i 
de unde se obţine 2/ = 27 | РО) dy = 27 [ресс = жыр dy -27rarctg(sin y)" = 0, deci Z= 0. 


c) Din teorema lui L'Hóspital cazul 0 аует üm- K /@)-1) и = tim 1 (9-1 5 
0 x30 х? @ х-э0 х? 
cosx | Р 
d =i ei ET G : 4 x 
= lim itii x — = lim 05x - L-sin x = Jim -8шх-—2зшхсозх _ im( л Sit cosx ad, 
x20 x x20 х x20 2x x30 2x x 2 
Testul 13 
Subiectul | 


1. Cum pentru k e №, Jk e < К este pătrat perfect, rezultă că numărul cerut este egal cu numărul 
pătratelor perfecte cuprinse între 1 şi 2012. Cum 442 = 1976 < 2012 < 2025 = 452, rezultă că există 44 
pătrate perfecte, deci mulţimea are 44 de elemente numere rationale. 2. f(0) = 2 implică 110) = 0, iar 
4-1) = 0 implică f (0) = —1. Ca urmare, Vo О) = 0) = £0 --1. 

3. Avem бах = сойх es SEX fs 22 фх--/3,х e [0, 27) = se (22,52) Р 


cosx 
4. Există 4! permutări care au pe prima poziție numărul 2 si 4! permutări care au pe prima poziție 
tatea din enunț. 5. Prin calcul direct, sau 


numărul 4. Există deci 2 - 4! = 48 permutări cu proprie 

folosind relaţia CE = CE, + СЕ, avem: Cj +С, + C; + C = Ct + CI -C +С -С; + C ED. 
6. Avem 2 sinB cosC = sind = sin(x – (B + Су) = sin(B + C) = sinB cosC + cosB sinC. Obtinem sinB 
cosC — cosB sinC = 0, deci sin(B – C) = 0. Cum B - C e (n, n), rezultă B - C = 0, deci B = C şi, in 
consecinţă, triunghiul ABC este isoscel. 


Subiectul Ii 
1. a) Fie X 4: :) e M , X+ О. Atunci det(X) = 2 — 27. Dacă det(X) = 0, atunci 257 = d. Pentru 
a 


а 


— 


= 42. , fals pentr 


b = 0 obținem a = 0, deci X = O» fals, iar pentru b # 0 rezultă cà p m 
că 42 este număr irațional. Obţinem det(X) ж 0, deci X este inversabilă. 
es pd ^ WP E di a күз zh, (3126 rai). 
poem ud] e i S| ale aj le ala 3)” Masse 4b+3d 


4b іа = 
de 20030) ыза кле л аан рээ Mode зр eco 0706 


3с-44 26434 


а Ь : 2 
o Х- i cu a, b e Q, deci X e М. c) Fie X o soluție. Cum AX = №. X- X! =X. X! = ХА = 


dà +2b? 2ab 

4ab а-25 
ээг олг. 
sau а = b = –1. Dacă а = 2b, atunci 22? = 1, deci b= £-Lg 


4*9 


1 1 : -1-4 5 
Obţinem  matricele x а şi x Ч Сит x | -[, ea ji 


Х2=(-Х,) = X? = А rezultă că soluțiile ecuaţiei sunt X, şi Х. 
(, 9 4,00) = 0,0, =3 - f, (9) 2:3! - 2-23 Q?x «2.3^ -2)42.3* —2- 
23U7y 4 2-37 —2 = f,, (X) . Cum f,» f, si fi. au acelaşi codomeniu şi acelaşi domeniu de definitie, 


rezultă cá f, ° f, = fie. 
b) Cum k * p e Z, Vk, p e Z, din punctul a) rezultă că operaţia de compunere a funcțiilor este lege pe 


a b в 
Хє М> х=, И Atunci Ын | | озии =з si ab 


=l» 


2. a) Avem 


С. Cum compunerea funcțiilor este asociativă, f, » fo = / ° f, = fo Vk € Z şi fe f = f 4* =; = fo Yke 
Z rezultă că operația de compunere are element neutru, fo є G şi orice funcție f, e G este inversabilă 
cu /; = f, €G . Rezultă că (G, =) este grup. 


c) Fie f g e Н. Atunci f= f si g = f, cu k, p € Z. Cum fog” 
= fi. € H , rezultă că H este subgrup al lui G. 


e" zb 
= f о fip = f ^f. = fuas, = 


Subiectul IIl 


1. a) foj- b mac ca ы ЖЕ se l 
1435 1+0+х)2  (1+х')(2+2х+х!) (9x)042x42x)) 


. Cum f'(x) « 0 pentru 
xe (^ -1) f'(x)»0, Vxe (4. «| sif (- 1)- 0, din monotonia lui f rezultă cá x, = 5 este 
unicul punct de extrem с ipd a lui f. 

b) Avem lim f(x) -- үле =0, їи/0)-2 ш. -0 si 183 = —2arctg 3 Din tabelul de 


variaţie a lui f rezultă: 


- pentru m e (=, — 2arctg 1) U[0, ©) ecuaţia nu are soluții; 
- pentu m=- 2arctg $ ecuația are o soluție; 
- pentru тє ЁС С, 0) ecuaţia are două soluţii. 


€) Fie x e[0,0). Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei m = arctg pe intervalul [x,x +1), există 


ыз SUME Эр eM x 


€ € (x, x +1) astfel încât g(x -1) - р(х) = g (c) = 


! 1 | 
2.a) І = [sin x dx = [to cosx) dx = -xcosx |, + [созх dx = –с051+5іпх | -sinl-cosl. 
0 0 0 
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1 1 
: > 3. Avem Z = (х"ѕіпхах= {х"(—созх) dx = 
p Ре" , | | 


1 
1 E 
—x"cosx |, *^ | 1 cosx dx = 
0 


Ч ! 7-? si =—osl + sinl - 
ATE TENE ie маны [x sin x dx = —Cos n 
„сов1+ п Р (sin x) dx = —cos1-4 nx"! sinx k (n-1) ! 


deci 1, + n(n –1)/, ; = nsinl — cosl. 


Nm A 
pp жо b) rezultá са 1. +in+ 2)(п +1), =(n + 2) + sin 1 — cosl, de unde 
а 1 

Boa] c соб - ———À —— 1,,,. Deoarece 0</„= |x"sinx dx <1 rezultă cá 
aec ul (п + 2)n +1) (л +2)(л +1) "^ | 
Ја 70, deci limn 7, =sinl . 
lim +2)у(л+1) "7 nos 
Testul 14 
Subiectul | : 
1+0(1+ 21 1+ 20)(1+ i) TECUM ms 
1. Avem UH OH а Та+дйй+20= 05-1530, ded Ret) = =: 
| 1 
1 _ jT. [е - 1 ie 
2. ded pe petente m [x * ] = [2x] -1- -|х+ 1]- [x]- 
l 
2' 


= [2x]- [xl- E + 1 1 f(x), pentru orice хє R , deci f este periodică, cu perioada 
2 


1 
: 1 Wm „ай. уй. 
3. Ecuația este echivalentă cu 25-25 €» 2x=> ex кл: soluțiile sunt x, Aa ut 


4. CŒ +2С} =16 ©п+т(л- 1) = 16 < n = 16, п> 2,десї п=4. 


Xp X _ Xa Хе. sae 
5. Fie M mijlocul lui [BC]. Avem х, цэн е x, txe 2 3g Xp 83 xy 2 7877€ =4 i, 
1 "эв? = zJ Jg. i M, 5). 
analog, yo = 24 387 26 ээ y, + ус =Зув - y, 7107 ум = 2 5 , deci M(4, 5) 
6. Din teorema sinusului avem B С. = 2R , deci sin = 1. Atunci соѕ4 = 0. 
sin 
Subiectul II 
ee —6 даса si 
1. а) de(A)-|b 1 а= 4+2 +a - 4b (a 2 & 2b - 1 -6. Avem дв(4) = -0 caci 3 
01 4 


numai dacă (a +2} + 2(b- 1) =0 а= -2 b - 1. 


= : imultan 
b) Fie A, = a| а+4. Cum A; - A, 4 = 0 rezultă că A, și Az nu pot fi simu 


1 
1 
zero, deci rang(4) 2 2, Va,be R. " 
с) Fie X € M,(R) о soluţie. Atunci det(4X) = det(—3/61,), deci деци) - det) = -6. Cum 


a 
det(X) = 1, rezultă cà det(4) = -6, deci a = 2 şi b = 1. Deci, dacă a + —2 sau b + 1 „= " gene 
nu are soluții. Dacă a = -2, b = 1, atunci АХ = -Ale. © 


1 : 
=a $1 А, = 
1 $1 à; 


3: 
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2 1 2) 2 -2 0 


=-у/6|1 1 2| --/6|-4 -8 6 
0 14 Б 2 o3 


2. a) Fie x, y є R. Cum хжу = xy + 3x + 3y + 7 = yx + 3y + 3x + 7 = y*x, legea „*“ este comutativă. 


b) (1*2) * 3 = 18 * 3 = 124, iar 14(243) = 1928 = 122 rezultă са 0* 2*3 124. 62. 
1*(2*3) 122 61 


c) Legea „+“ are element neutru <> Зе e R astfel încât xte = e*x = x, Vx e К €» xe + 3x + 38.4. 


+7=х, Vx e В с х(е+ 2) + 3е+7 =0, Vx eR e*2-05i3e* 720 e- 25i е=—7 fals 
ы. 


Deci legea „*“ nu are element neutru. 

Subiectul III 

1. а) Cum f'(x) = e + 3 ṣi f'(1) = e + 3, rezultă cá ecuația tangentei în punctul A (1, e + 2) la graficul 
funcţiei feste y — e — 2 = (e + 3)(x — 1). 

b) Avem Д-1) + Д-2) ++ A-n) 26! -3-1-1*6?-3.2-14.*e"-32-1- gl, 


же? e" – 3(1+2 +..+ п) –- п = ВО РЕЗЕ Е 45) 
e e e 2 e e e" 2 Ы 


пэх\ е е 


1 п 
1]. 
deci вэ С) + FO) ++ fco 16139). (1+2 єр MORES 


c) Fie m є R pentru care f(x) — mx > 0, Vx e Е şi funcția g : R > R, g(x) = f(x) — mx. Cum g(0) = A0) 
= 0, rezultá cá g(x) > g(0), Vx € R, deci x = 0 este punct de minim. Cum g este derivabilá, din teorema 
lui Fermat rezultă g'(0) = 0. Deoarece g'(x) = f'(x) -m- &' *3-m 518(0)-4-т , rezultă m=4. 

Pentru m = 4, considerăm funcția h : R > R, A(x) = f(x) - 4x = є — x — 1. Cum А (х) = е - 1, din 


Дх) 2 4x, Vx є R. În concluzie, m = 4. 


1 
1+х? 


monotonia lui А rezultă că x = 0 este punct de minim global. Rezultă că h(x) > (0) = 0, Vx є R, deci 
2.9) | 


| 415 2л? 

j 4) 3 

b) f (-x) = arctg"! (—x) = -агс х = —f!?!(), deci funcţia de sub integrală este impară. Rezultă cá 
integrala cerutá este 0. 


1 
агсїрхдх = Jarctex - (arctg x)'dx = Larctg'x 
[+] 


c) Cum 0 < arctgx < 2 Vx e (0, 1], rezultă cà 0 < х? arctg'x < х? (£) <[2) ‚Ух € [0, 1] sin e N”. 


1 п п 
Obţinem 0x [e f'()dxs (=) gi cum lim (2) = 0, rezultă cá limita cerută este 0. 
0 


nao | 4 


Testul 15 
Subiectul | 


10 
1. V1024 = J2? =2" eQ &n|10 <n e (2, 5, 10}. Deci mulțimea conține 3 numere rationale. 
2. fx) = f), Ух eR e -x -x +a =- -x-a, Yx e R &2a=0&a=0. 3. Ecuația devint 


БЭРЭН 4 —3 «2206 (2- 102-2) =0 = 1 sau 2* = 2. Soluţiile sunt x, -Ü0sgix- l. 
3 
4. Fie B = (a, b) с (1, 2, 3, 4). Cum există 2* funcţii f: (1, 2, 3, 4) B si exact 2 funcţii constan 
fx) = a, Vx e (1,2, 3, 4) si Дх) = b, Vx e (1, 2, 3, 4) rezultă că există 2 — 2 = 14 funcţii cu Imf = } 
Cum există C? = 6 submultimi cu 2 elemente ale mulţimii (1, 2, 3, 4), rezultă că numărul cerut est 


14:6 = 84.5, Fie T mijlocul segmentului АВ. Atunci 7(-1, 4). Cum panta dreptei AB este E , rezult 


că panta mediatoarei este 2. Atunci mediatoarea are ecuaţia y — 4 = 2(х + 1), M(-1, a) se află р 
mediatoare < a — 4 = 0 €» a = 4. Sau, AM = МВ © J4* G-ay = Jae (S-ay e - af -(5-a 
e 9-6a+ d =25 – 10a + а < 4а= 16 а= 4. 

1.1,1 аас 2p _2 р" 2.8 2 S 1 1] 


Bem e ero ae tak Бах тан . NGC IRR 


Subiectul Il 
a а?+1 a2+2| |@-b +1 @ -b +1 @ -b +1 
1. a) 46(4)-|1 5-1 B Ы411-| 5-1 p pa е 


1 2 4 1 2 4 
i ж | 1 00 
=(4#-Ь+1)| b -1 P b+1|= (@ -b +1)| 2-1 1 2j=@ -b +1. 

1 2 4 1 13 
dà а? +1 
1 


pot fi simultan 0, deci гапр(А) 2 2. 
с) Din punctul 5) avem rang(A) = 2 «> det(4) = 0 & b- d = 1 €» (b - a(b + a) = 1eb-a-b* 
= lsaub-a=bta=-loa=0şib=lsaua=0şib=-loa=0şilb|=l. 


а!-1 a2+2 
2 


b) Д = -g!-] şi А, = =2@. Cum A; — 2A, = 2 rezultă că A, si A; п 


2. а) х+х=х< 8: =x сэ 8х=4х+х° ex(X-4)20,x e (2,2) х= 0. 


4+x 
b) Din ipoteză, „*“ este lege pe С = (—2, 2). Verificăm axiomele grupului: 
rcge dy) 
TUS A(x + y) 4+ xy LAxtytz)tX wy. ё(-22),8 
К *2 = *z-— = » ,№,2 9 , 
e asociativitatea: (x * y) *z rae 2 з, Pann 
4-ху 
(5022) 
x*(y*z)-x сна) X - PRI 0378005, dee legea „*“ este asociativă. 
4+ yz qu pits 4 xy + X2 + yz 
4 + yz 


e elementul neutru: х*0=0*х= z = x , Vx e (-2, 2), deci e = 0 este elementul neutru al legii „*“. 


e simetrizabilitatea elementelor: fie x є (2, 2); atunci x este simetrizabil &» 3 х € (-2, 2) astfel inc 


хех'=х'ах=бе› 6173) -0еухех-0сох--хе(-2,2) Aşadar, toate elementele su 
4+хх' 


simetrizabile, rezultá са (С, *) e grup. 


(222-522) 
414291... УУЛ 2 ,(к-1йу+1)+(у—1)(х+1) _ 1929-2 20у-1) 


(5-1ХУ-1) 
Да АРЫН (х +1)(э-+1)+(х— + 
(D + X» +1) + (х—1)(у—1) 2ху+2 ху+ р 


9) ЈО)* ЈО) = = Aa, 


Vx, y € (0, со), deci feste morfism. Cum f(x) = 2010-4 E ЭВЭР UM 
xt х+1 


crescătoare, deci injectivă. Deoarece feste continuă, crescăt i 22285 
rescátoare, lim f(x) --25si lim f(x) =? 

rezultă cá Imf = (—2, 2), deci feste surjectivă. 

Subiectul III 

1. а) Avem f(x) = Зх? + 6x şi f'(x) = 6x + 6, x є R. Analizând semnul lui f”, rezultă că x = —1 este 
unicul punct de inflexiune. 
p 809-8(-2) | «3x -4l -4.. |(х+2)(х?+х-2)| |(хж2у(х-1) 

4 х-(-2) х+2 х+2 „озна. (х+2)|х- |= lim 200862. 
unde id cá um g este derivabilă in xy = —2 şi 2-2) - 0. 


=0, de 


[Oy (3432-4031 1 Bs 
€) im ( 42 lim = |x= lim = тех =e =] » deoarece, aplicând teorema lui 


x xo хоо 


L'Hóspital, cazul © , avem lim X = fim 1 0. 


со x29 x х= x 
2. дь 
сан [|> 4 ле] 
01,-1,- jute) )- 6) dx = нь ТОХ/О)-1)4х. Deoarece 0 < Дх) < 1, Vx e (0, 1], rezultă 


9 descrescător, deci mărginit superior. Cum 7, = jr (x) x20, Vn є № rezultă cà sirul ( 


А 
Ё 


% 
6561 = 9" = 9* <>n = 3.2. Deoarece A = 2-4, iar Суг Ox = 


Piobabilitatea este -1- 
45 


tă Л"@х)-(/(х)—1) < 0, Vx є10,11, deci Im — 7, < 0, Vn e №. Rezultă că şirul (1), este 
1,), este 


mărginit inferior, deci este convergent. 
1 1 


9 1,5 xo +1)" dx= "ЭГ Га | 
| (х? x єє i ) x dx di 
1 
+2 dx= 4. 
dre UT 28274, -2н Ins . Rezultă că 2н1,, – (2п –1) 1, =—, Уп e №. 
lestul 16 
Subiectul | 


С 2144 2n _ 9"-] ПЕТТ х 
| Сит 1+32+3* +..,+32" = T relația din enunț devine 9"! — | = 6560 < 9"! = 
Ø €» A « 0. Obtinem a e {-1, 0, 1). 


à, Cum funcția 7:1-2, о) Э Е, /(х)-4х4144х-2 este strict crescătoare, deci injectivá 51/(7) = 5 


ена că ecuaţia are soluția unică x = 7. 4. Cum 3° < 100 < 5? < 73 < 999 < 11Р, 


rezul 2 
Cuburi de numere prime având 3 cifre. Cum există 900 de numere ее 


naturale de 3 cifre, rezultá cá 
5. 5. Avem 5 AM = АМ + МВ) + XAM + МС), deci 0-2 MB +3 МС. 


м 


deci ЕМ 2. 6.Cum АВ? + АС? + АВ. АС = ВС? = АВ? 


Сит МВ--2МС = | Мв|-3 MC |, ME 


ВС? -2AB - AC: cosA rezultă cos A = - „deci m(4) 21209. 


Subiectul II 


: -2 0 
1.a) Dacă A e M, atunci det(A) = деци?) = | e | = 4 , deci det(4) = 0. Rezultă rang(A) = 2. 


p) Fie X € M;(R) cu X = A, A є M. Atunci det (X) = det(X?) = det(4) = —4, fals pentru că 
det (X) > 0. Deci ecuaţia X = A nu are soluţii în M,(R) . 


с) Dacă A є М, atunci A* = AL, o AŚ - I, =31, & (А-1,)(А°  A* + А? + А? + A1) 231, , de 
unde rezultă că A — Г, este inversabilă. 

2.a) Fie e e Z elementul neutru al legii „*“. Atunci х*е = ежх = х, x eZ oxte+2=xOe=—. 
b) Fiex,y € Z cux» у = 2. Atunci xy + 2x + 2y + 2 = —2, deci (x + 2)(у + 2) = 0, de unde x = -2 sau y 
= —2. Rezultă că inelul ( Z , *, °) nu are divizori ai lui zero. 

c) Elementul neutru al legii „°“ estec є Z cuxec=cox=x,VxeZ oxc + 2x + 2c + 2 =x, Vx eZ 
€» (x + 2)(c + 1) = 0, Vx eZ oc=-l. Cum feste morfism de inele, rezultă că f(0) = —2 şi A1) = -1. 
Rezultă b = -2 şi a + b = —1, deci a = 1 şi b=—2. 


Subiectul III 
1 20 - x?) 20- x?) 20-32) 
1. а) Pentru x + | avem f(x) = в OR 
a. (14395 — Ja-xy (x 1) [1-5 |а+х°) 
(1+ xy 
Obtinem f'(x)- 2 pentru x e (0, 1) şi f(x) = 2. pentru x є (1, ©). Cum feste derivabilă pe 


10, оо) (1), este E T! in xo = l şi lim f" (x) 2-1, deci /;(1)=1 şi lim f(x) =-1, йесі /;(D--1. 
Rezultă cá fnu e derivabilă in ху = 1. 


b) Deoarece f(x) = — 33. <0 pentru x e [0, 1) şi (х) = —5 
(1+ xy (+x 


în 1 rezultă că xo = 1 este unicul punct de inflexiune al Е funcției f. 


y »0, Vx e (1, о) şi fe continuă 


с) limx f6) = lim ZB). Cum lim 00 = lim 227 


x l x |+ x 
x 2 
rezultá cá limita cerutá este 2. 
2.a) Fe |у) dx= |+ xnl +x) dx= (1+ 3)n0 + x) - [а= 145) ш(4:)-х4-С. Rezultă că 


m (1* x) ши + x) + c. Cum 0 = F(0) = c, rezultă Р(х) = (1 + x) In(1 + x). 
f) hlt), ^| Р len lisa б p 
» ро dx- pun dx 0+9) (Ind + х)) dx у @+ | jn. 


я = E: 1-{х\ 4 2. 
c) Avem Ла 2) ЛЭ (3 шү 


"Гле x)=- 1/(ч(&-›))®- (2) dy 


£ 


5 Ih (tg y) dy . Rezultă că y (209) dx == n2. 
0 0 


;72, din teorema lui L'Hóspital, cazul 2, 


In2 - In(1+ tgx) = In2- f(tgx) . 


Cu  substituția уз л -x avem 


я/4 


= [(а2-/@ву)4у= 202 
3 4 
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Testul 17 


Subiectul | 
1. Avem [x 1] = (x) e [0, 1), десі [x- 1] = (x) 20 x eZ $10 € x - 1 < I. Obfinem x = 1. 
2. Fie у є (3, ©); Ax) = pert- y 2 =y -3> 0 x = log:(y — 3). Deci inversa funcției feste 


funcția f" : (3, ©) > R , f (х) = logi — 3). 
3. н : = Sinx «> э 22M E sine da ; 45-1 Sie 
Ecuația se scrie cosx VER cos" x =sinx < sinx + sinx — 1 = 0 < sinxe кшш; 
um 25-124 obținem sin x = уа , deci selen arcsin x цац! 
К ! 7! 1 1 
è padie- E, c— (ш 1. _ 
EC papi ТТЕ лоєЁ р АСЕ 


<> k e (0, 1, 2). Probabilitatea este + 


5. 0+7=4 +(а+3)] şi u-v--2i +(3-a)j . Avem (rv) L(r-v) e (i *v)-( -v) -0 e 


e -84 (a + 33 = a) EIU а? z]e»a-trl. 6. Cum p= 8, cu formula lui Heron, aria triunghiului 


este 5 = 44-3. = 243 . Deoarece = 45A Cin obtinem 248 = 14sin А , deci sin А 243. 
7 


Subiectul Il 
1. a) дех) = (1 + 3x)(1 – 2х) + 6? = 1 + x, deci 1x 22 e» x - 1L. 


3 6 2 
38 . Cum В“ = B, rezultă că: 


b) Avem A(x) = Г + xB, unde В - 
A()4) = (1, + xB)(1, + yB) = I, + хВ + yB + хув? =1,+(ху+х+у)В = А(ху+х+ у). 
с) Inducfie matematică după л: P(1) : А(3) = А(3), deci P(1) este adevărată. Pentru P(n) => Р(п + 1) 
avem (4(3))"! = (4(3))" - AB) = А(4” - 1) А(3) = AB- 4-3 847-1 3) = AI 1). 

2.a) 5х+4=1 ex 3х-43 es $х= 4 c x-$! 4 cx 3.4 o х= 5. 
»0-0,8-2-8-1439-8-6-6 „rezultă Н = {0,1,6}, deci Н аге 3 elemente. 
с) Dacă j-Ó rezultă că x'-0, deci х-0. 


atunci x+y = e 


3 5 - & 2 : (A 
e x =-2y o(Qyl!y-5255eH » fals, deci (0, 0) este singura pereche cu proprietatea din enunț. 
Subiectul III 


Dacă у=б, 


1. a) lim f(x) =; m = lim @9 = lim 1 -1 şi n= lim(f()- n) lima 1) 
LU 
-1 х-1 21 ‚_ —2х И . Қ | 
lim x EI. e oce " = —1, deci y = x – 1 este asimptotă oblică spre +o, Cum feste continuă 
х+1 


pe [1, co), graficul lui f'nu are asimptote verticale. 
8) fs IXzl,x |х+1 __2 : А T 
Р(х) тел 9 p єт »0,Үх»1, deci f este strict crescătoare pe (1, oo). Fiind 


Continuă, f este strict crescătoare pe [1, о). Cum f(1) =0 şi lim f(x) = co, rezultă că Im/= [0, oo). 


2 B 2 ЦАР" 
n 1 п ' ctg x 1 
= л ? x 1) dx 20-7 |сір"х: dx = - |ctg"x(ctgx)'dx =- EM 
91,251, fes x(ctg? x+1) ] gx uz | g'x(ctg x) erg i 
4 4 4 4 


с) Cum Iu - 1, = Jctg^x- (ctgx - 1)dx € 0, şirul (Ьу) este descrescător si, în consecință mărginit 


M 


superior. Cum ctgx e (0, 1] pentru orice НЫ , rezultă că 1, > 0, Ул, deci şirul (1,), este 


mărginit. Fie lim, = L . Trecând la limită relaţia de la punctul b) rezultă cá 2L = 0, deci L = 0. 


Testul 18 


Subiectul I 
1. Dacă 3 = аы şi МЗ = am, atunci 3 = a + nr şi УЗ =a,+mr > 3-48-(n-myr2 


3 248 ЖЕ given /@+2/1)=6 si /(1)+эл@)=1Ў.омшет =3. 


n-m n-m 


>r= 
3, bg rtg ro ЁЁ Ван l-a ]-0otsr=0e х=. 
g g g 
E ЗООЖ . ++ 
4. Avem Т, =), =С*.25 eQo5|k, k-0, n. Cum există ВЕ multiplii de 5 de la 0 la 


n, rezultá cá HE © [2-6 e 65247 on e (30,31, 32, 33, 34). 


5. Dreptele care trec prin A(1, 2) au ecuaţiile а(х — 1) + (у – 2) = 0 cu а? + b? = 0. Distanţa de la B lao 


astfel de dreaptă este |а8-0+6С1-2) _ Da = 35] . Avem 2a - 36| -2 «»|2а-38-2 а +b 
Ма? «p? а +? а +? 


€» 44? — 12аЬ + 9b? = 44? + АЎ < b(5b — 12а) = 0 => b = 0 sau 2.212. Оыйшет a(x - 1) = 0, unde 


a + 0, deci x — 1 = 0, respectiv х-1+— Ag 2)=0 e» x- + - 2)=0 e 5x + 12y 29 = 0. 


| | 16+36—76__1_ 4 11.43 
i = -ш-- sind z,]l-—2-—. 
6. Din teorema cosinusului cos 4 48 2 => sin "iis 
Subiectul II 
3 -12 " 
1. Fie 4212. т 3| matricea sistemului. Atunci det(4) = m — 16. Sistemul este compatibil 
1 3 1 


determinat €» det(4) € 0 < m 16 +0 < m 16 < me К \ {16}. 


WB MATEMATICĂ — М1 


331 


B М. ANDRONACHE*D. SERBÁNESCU • M. PERIANU • C. CIUPALĂ • Е. DUMITREL 


332 


b) Dacă m #16 , sistemul este compatibil determinat. Dacă m = 16 atunci det = 0, deci rang 4 « 2 . 


3 -1 3 
Cum А„= 16 = 50 + 0, rezultă că гапр4=2. Deoarece А, =|2 16 0|=170= 0, sistemul 
1 3 4 
este incompatibil. Deci nu există m € R pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 
3x—y+2z=3 
c) O soluţie cu componentele în progresie aritmetică este soluție a sistemului 2х + ту +3г =0 
x+3y+z=4 
x-2y+z=0 
Rezolvăm sistemul format din ecuaţiile 1, 3 şi 4; acesta are soluțiile Obținem prin scăderea ultimelor 


două ecuaţii x = 3 у= ч z =1 . Înlocuind în ecuația a doua obținem m = ас 

2. a) Fie c,r e ЕХ] astfel încât /=(Х?*—-1)с+г , cu grad r «1. Atunci f(1) = r(1) 5-1) = r(-1). 
Dacă r 2 aX +b „atuncia+ b 3? - 1si-a t bs 14 39 b=310+1 şi а= 0, deci r- 394]. 

b) Avem fl) = а + aj + а, t. ax şi Д-1) = a а + a; —.* ax. Rezultă cà 
a +a, +... + aa -f*fC» CD =3" +1. 

c) Fie x є R. Avem f) = (à - x + 1)? + (2 +х + 1)? 2x). Cum polinomul AX) — ДХ) are о 
infinitate de soluţii, rezultă cá AX) = ДХ), deci ag + aX + а +...+ aX” = ay — aX + аж + 
aX”. Atunci ахы 7 704,4, deci а, 20, Vk = 0,9. Rezultă cá a; = 0. 


Subiectul Ш 
1. а) Cum lim f(x) =1, dreapta y = 1 este asimptotă orizontală spre +оо; deoarece lim f(x)2o şi 
x xi 


lim f(x)2—, dreapta x = -4 este asimptotă verticală. Cum f este continuă peR V (-4), nu există 


alte asimptote verticale. 


D) SO- SD- f(n)- 


орь 


: 234 Toe 
Эз CE. im(1+ 4 ) = tim (1+ 3 p =e. 
6 n+4 n+4 s n+4 пә п+4 


А 211 mo 
c) Avem f(x)=1 түү! deci ГО) бү 


> 0. Rezultă cá f este strict crescătoare ре (—4, о). 


x, +3 
Cum x, == 


A xı = 1 > 0, rezultă cá x, >0, Vn € N^. Arătăm prin inductie cá (x,), este 
X, 


descrescător: x, = f(l) -$ «x, $i dacă x, «Хүү, obținem din monotonia lui f că f(x,) < Дх, п), deci 


Хэн < Xm Cum (x,), este descrescător si 0 < x, < xj = 1, Vx e № rezultă că (x,), este convergent. Fie 


l=limx,. Atunci 1213 S 437-320 3 1-2421 Cum 1303 121-23. 
nae 1-4 2 2 
1 1 i 3 1 
2.а) A= ||уод|4с= [х*-4х+3|4х= Јоана он) 1+1=4. 
0 0 0 0 


2 3 3 
9) |х-2)/ (хуйх = E [Ох 4)? o = i | РО)? 0)бх = * Ро) 
1 i i 


3 
= 0, deoarece (3) = (1) = 0. 
I 


3 3 
9 L7 [x-2Y О) 4х = (x-2) pri) | - (+ D [e - 2/" G)Qx - 4) dx = 
H 1 


= —2(n + D fo? — 4x + 4)f" (x) dx = —2(п + p furo» 1) f"QG)dx = -2(n +), -2(n* 1, . 
i i 


1 2(п+1) .„. 1 
Deci (2n + 3)1,,, = -2(n + DI, , de unde з 2 si Шш е =i 
Testul 19 
Subiectul I 
2 -— 
1. Avem 2 +2+1 eR o 2+1 eR e :+1=т+1 е ;-к-®=®—0 


z 2 2 7 22 


2c-2(i-1])-o €» (2-1)|21-1)-0 e|zł=1&]|z]|=1. 
22 


2. Imaginea funcţiei feste ЁЗ J = [4, о). Deci В = [4, оо). 
а 


3. Pentru х > 0 ecuaţia se scrie x? + x^9* -12 сэх + x? = 12. Funcția f : (0, 0) >R , Дх) ax? + x? 
este strict crescătoare, deci injectivă, iar A2) = 12; rezultă că x = 2 este unica soluție a ecuației. 
4. Dezvoltarea are 9 termeni, deci cel din mijloc, este Т, = Сух* = 70 x* . Cum T; = 70, rezultă x* = 1, 


decix=+1. 5, AC + EF = AB + BC + EF = AB + BC + CB = АВ, deci [AC + ЕЕ|-1АВ|-1. 
A r 2r 4 л : л 

E A-———z——7—— =]. Rezultă cá ===>, deci 4-—. 

6. Avem 85 Bm ҮҮЛ” ezu "RE 2 

Subiectul II 


13 1 
1. à) Е в4-1 1 m 
1 2 m«l 


matricea sistemului. Sistemul are soluţii nenule <> det(4) = 0 <> 


= -m-1-20e«mz-1. 
1 

-150, 
2 


b) Cum orice soluţie cu proprietatea din enunț este nenulă, rezultă cá m = -1. Cum А = 1 


rezultá cá rangul lui 4 este 2, deci sistemul este compatibil nedeterminat, cu necunoscuta secundará z. 


x+y=a 


Pentru 2 = а eR sistemul devine: | €» x = 2а, y = -a. Deci ху = 2a, yo = —Q, Zo = ©, de 


х+2у=0 

unde x] + y? + 2) = ба?. Obtinem a? = 1, deci a = +1 si soluțiile (2, —1, 1) şi (-2, 1, —1). 
2. a) Avem f, = (2 - d^)c +r cuc, r € R [x] si grad r € 1. Dacă a = 0, cum fo = 2X", rezultă cà r = 0 
deoarece X? divide fo. Dacă a + 0 gi r = pX + q сир, q € R , atunci Да) = pa + q, fi-a) = -pa 4, de 
unde pa + q = (2а)? şi -pa + q = 2a)". Rezultă p = 0 şi q = 1212. a", deci r = 2"a". | 
b) Fie a € R o rădăcină reală a lui f}. Cum (a + a)" + (а — a) = 0, rezultă cá a + a = а -a = 0, deci 
в = a = 0. Atunci f, =f = 2X şi 0 este rădăcină multiplă de ordinul 12. " 

c) Fie z eC, z = и + vi o rădăcină a lui f, cu u si v eR. Cum (z + a)? = -(z — а) > 
> |@+@?| = 16-1 Ilz*al*?- [z-al? S |г+а| = Iz- al > lu ta * vi a 
= |u-a* vi] > (и + a +v? = (u- a + v? > 4au = 0 => u = 0, deci Re(z) = 0. 


Subiectul III 


1. а) Ахет f'(x) = 1 — cosx > 0 oricare ar fi x є R . Deoarece mulțimea (x є К | f'6)20) = (x є R 
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| cosx = 1} = {247/4 eZ ) nu conţine niciun interval nedegenerat, rezultă că feste strict crescătoare, 


b) ig LORD = ip AES six ЄЗ: lim 0? = lim P - Siny 


x0 x0 sin х x хэд) х six  »99 y?  » y . Cu teorema 


i L'Hóspital avem li y-siny _ l-cosy , Siny 1 хүлгэд 1 
lui L'Hóspi ЭШ) y lim Зу? -lim o 6° deci limita cerută este € 


с) Avem x, = flo) = Д1) = 1 — sinl < 1 = хо. Presupunem cá x, < x, у. Cum f este strict crescátoar, 

rezultă cá f(x,) < f(x, 1), deci Хуур < x, , adică șirul (x,)>o este strict descrescător, Cumx;21»0 1 
ipoteza cá x, > 0 obținem f(x,) > f(0), deci x,., > 0. Rezultă că şirul (х,),со este márginit inferior. dia 
mărginit. Fie /= lim x, eR. Cum x, є (0, 1) 2! e [0, 1] şi Z= 1 — sinl, deci sin/ = 0. Rezultă /= 0. Ё 


ч Б жор : > FUA fA 1 1 . 
2. а) Fie F o primitivă a lui f. Atunci F'(x) = f ч ari Gy | «0 pentru orice x e В, 


1+ [5 
x«l 
deci F este concavă. 


1 1 
b) Cu schimbarea Че variabilă 25. -t  obtinem m" t zr. = = 
х+1 i fopra" facte rar = 
2 


t л 1 


1 1 

= [r' arctg t dt =t arctg t |, — аб = = пав 
Í 8 р Ї arctg- 
2 


2 


In 


tA [оо 


1 
2+1 4 2 24 


1 
ne +1) =Z l лор 
1 4 2 


с) Fie x > 0. Cum feste continuă, din teorema de medie rezultă că există €, € (x, x + 2) astfel încât 


х+2 
х+2 


[JO dr = fle, Xx +2— х) = 2/(c,). Cum lime, =% , lim f(x) - 0, rezultă că lim. | /(04:-0. 


Testul 20 


Subiectul i 
1. Fie (а,),1 progresia aritmetică cu а = 1 şi ratia r = 4. Dacă x = ap, atunci a, = a, + (n - 1)r = 4п - 3. 


s ata = 
Atunci 4967 5, = n. ®% = m pem = n(2n - 1) . Obţinem 27? — n — 496 = 0 cu soluțiile m = 16 


;o, 231 ; : 
şi м, = 4" Cum n e №, rezultă n = 16, deci x 261. 2. Бех, x; € (0, о) cu Axı) = fx). Rezultă cá 


&(G)) = в(Дх)), deci xi = хэ, de unde x, = хэ. 3. Funcţia /:(0,)-э R, Хо) = 4x1 log, x, este 
Strict crescătoare, deci injectivá Cum f (8) = V9 + log, 8 = 6 rezultă că x = 8 este unica soluţie a ecuației. 


7-8 k 7-k k 7 
i = 1 1 Л 
4. Аует n,-c(1) (1) (1 (1) -Q) -1,, cu egalitate «» 5-1 si 


1 7-k 7-k 
(2) -() €» k = 7. Deci cel mai mic termen este Ta. 5. Avem АВ-49-16-5 şi 


, 


АС = 41649 =5, deci triunghiul este isoscel de bază [BC]. Notánd M (4 3| mijlocul laturii ВС, 
22 


cum bisectoarea din А este şi mediană, rezultă că lungimea bisectoarei este АМ = 1 + li 2 
V4 4^ V2 


== , —cos6 ээ. COS d 
6 ( | 7 74 94 —cos86 э rezultá cá suma este eg 1 


Subiectul lI 


а? -> 1| |+ -b 1 1 -b 1 
1.4) де(А)=| à? 41 -Ь?+1 2|=|a2+52 -Ь?+1 2|=(@ 45511 -bP« 2|1- 


a@ +2 -b?+2 4| (445 -Ы-2 4 1 -b +2 4 
1-5 1 
-(d«b)o 1 1 |=а +. 
0 2 3 


b) Dacă a + 0 sau b 0 = det(A) + 0 = sistemul este compatibil determinat. Dacă a = b = 0 sistemul 
2-1 ж 
devine х+у+22=2 © рай 0 cu soluția (0,-0,1), ас Е. Aşadar, sistemul este compatibil 
х+у+22= 2 
nedeterminat pentru а = b = 0. 
с) Fie хо, уо, zo 0 soluție a sistemului. Scăzând prima ecuaţie din а doua obținem: хо + o + zo = 1, deci 
Xo + уо + zo € 2012. 
1 1 1 1| 09 7 DG - DGs —1)(х,-1) 
2. а) 11---11---11---11---|-41-221:-42:3-0224 = 0 x X0 - хуа x X0-x)- 
í | г X% | x | i (7X 7 xXE 7 XE 7x) 
= f(I) = 2,deoarece /-(Х-хХХ-х,4Х-х,(Х-х,) $i хэ, х, =l. 
b) Fie i=1,5. Deoarece x? = 4x, 1, rezultă că x; = 4х2 —х,. Adunánd cele 5 relaţii obținem 
х +х)+х)+х=Фх! 63131 + җ)—(х,+х, + +x) . Din relațiile lui Viète, xı +x + ху +x4=0 
Я X2 H a = (xix) — 2(хх, + хх, +..+ xa) 20, de unde xj +x +x 4x; =0. 
c) Deoarece f(-1) = 6 > 0; Al) = -2 < 0; Д2) = 25 > 0 şi funcția polinomială a lui f este continuă, 
rezultă cá f are două rădăcini reale хү є (-1, 1) şi x; e (1, 2). Dacă toate rădăcinile lui f ar fi reale, аг 
rezulta cá 0 =x? + x] + x2 + x? > 0, fals şi cum numărul rădăcinilor nereale ale lui feste par, rezultă că 


fare exact două rădăcini reale. 


Subiectul III 

1. a) Deoarece feste derivabilă ре si A-a) 444), a > 0 rezultă că se poate aplica teorema lui Rolle 
pe orice interval de forma [-a, a] cu a > 0. 

b) Cum f este pară, va fi suficient să determinăm imaginea lui f pe (0, oo). Cum f '(x) = 20% + 
+ 20x > 0 şi (х) = 0 €» x = 0, rezultă că f este strict crescătoare pe (0, oo). Cum f e continuă şi 
lim f(x) =% , f(0) = 1 rezultă cá f([0, oo)) = [1, co), deci Imf= [1, оо). 


c) Avem fg € e, de unde Yr - у (+1 -(k-1})= ebari A 
ksi k=l 


2A (k) 
Atunci lim| #=—; 


Fi ж ] 8842 
= lim| 1+#&———— | = lim : = e" =е?. 
n0 n no 


n no 


2700-7 c (n+1) — 5 “| im (ron 5 


2n 


2. a) Cu schimbarea de variabilá Inx = / avem [costin x)dx- [costdi = sint|, =0. 
1х 0 
b) Deoarece Inx є[0, пе[о 3 pentru x є [1, e], rezultă cá Ax) > 0 pentru x є ЦП, е]. Atunci 


p АЕ dx = [ro d = Îi costin) dx = xcos(Inx) |, + хах) y dx = 
1 1 1 1 


CD —— 
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w 
с 


-ecosl-1-4 [ишаны [ітд х) dx = ecosl —1+ xsin(In x) [- [xcos(lnx)-1 ax = 
i ; x 


=e cosl — 1 + e sinl — A. Obţinem A = Letcosi sin) -L 
2 27 


c) Cum In x є [1, 2] pentru x є [e, e°], rezultă că Дх) e [cos2, соѕ1] pentru x є [e, e°]. Deoarece 
cos2<0 şi со81«|сов2|, avem | /(5)| <|соз2 |, Vx e[e,e?] . Atunci: 


e e е? 5 
Јуна] Trenes fosa cete -oleosa 22250 , deci im [tdeo 
Testul 21 
Subiectul | 


1.E suficient са log23 > 1. Într-adevăr, 1 = log22 < log23. 2.61) =3-1 = 2,41) = Д2) =6-1=5 

3. Notăm 2* = t, t > 0. Ecuația se scrie 7 + t — 72 = 0, cu soluţiile t, = 8 i, кз 
> , TH = -9. а 

2* = 8, de unde x = 3. л di SURE 

4. Avem 42 = n(n-1) 211-10 . Rezultă n = 11. 

5.Panta dreptei x + y — 1 = 0 este –1, deci panta perpendicularei este 1. Atunci y — y, = 

x este ecuaţia cerută. dix заана, нэл ни 


6. Triunghiul e dreptunghic, cu aria 5 = zx = 6 şi semiperimetrul p = 126 decns e] 
2” ` 


в [ta 


Subiectul II 


je 3 e = m m 
b) Avem о? =e - şi deci с" = o™™® adică M= (e, c, o? }. Notă: с, o°, e sunt distincte. 


123 

с) Observăm că 1(2) = 2, deci т(2) = 2, Vn e №. Atunci o"(2) = 2. Cuno(2) - 3 22, 62) 21 22 şi 
2) 2 2, ded ; m p tem 

ss iin : 2. Р m este multiplu de 3 şi apoi o” = e. Cum т = e, din т” = e, deducem cá n este par. 


2.a) A(n)- A(m) | 


1+п+т -m-n 
m+n 1-п-т тан. 
b) Conform punctului anterior, cum n + m є Z rezultă că M e parte stabilă a mulţimii AM,(Z) бай de 


înmulțire. Operația e asociativă, аге elementul neutru /, = A(0) e M, iar inversul elementului A(n) 
Ux ne i „este А(—п), deoarece -n € Z şi A(n) - A(-n) = A(-n) A(n) = A(0). 5 

vem fin + m) = 5 3 ү 2 | 
онаа и 0 in) - Am), conform a). Funcţia este inversabilă, deoarece A(n) = А(т) dacă şi 


Subiectul Ill 
1.а) ОЕ -1. 
xX +l 
b) Avem f'(0) = —1. Ecuația tangentei este y – R0) = f'(0)x — 0) &» y- 12-1(x-0) &x+y-1=0. 
c) lim х) = li ег ШЕЕ = 1 = 1 1 
Tim f(x) lim Term 0, deci у = 0 este asimptota orizontală către +оо. Pe de altă parte, 


| 


а 8 
lim /(хХ)=®, lim ГО? . tim x H aj şi бт (0) – (2)х) = lim ( [e += 
gae x2—9 x x х za x 
= lim — —1——=0 , deci y = —2х este asimptota oblică spre —oo. Funcţia fe continuă, deci nu admite 
4x ы] —х 
asimptote verticale. 

1 

2.а) 1,5 f xsinx dx = = f соз) dx = -xcosx |, + 


x"(x —1) sin x dx . Cum x'(x — 1) € 0 şi sinx 2 0 pentru x є 10, 1], funcţia de sub 


а 1 3 
| Усовх dx = —cosl-sinx lo = sin l-cosl. 


b) Avem La 24, = [ 


integrală este negativă, deci Im — 1, 50,п21. 
n+l ! 
c) Deoarece 0 < sinx € 1, avem 0 < x" sinx € х", deci 0€ I, < x aall „de unde lim 7, =0. 


o n+l пә 


Testul 22 
Subiectul | 
+ E 
1.2, =—10, ав = ay + 9r #—10 + 18 = 8, deci a +a, ao =H 107 -1038 10 2-10. 

i. 1 [i2 15.25 ушр KON: 
Asked. al уунд -1| 42-41 -44--2-,,/ 314 лн) s mec 
ш ШУ a 16) 16 4 8 : 2 2 
4.Sunt А? =4-3-2=24 submuljimi. 5.De exemplu (1, 2). 


6.Avem sin'a + cosa = 1 > со'а=1—5-= Ie „Cum ac(o avem cosa > 0, deci cosa =$ 4 


Subiectul 11 
1 


1 
=1.6) |1 2 
-l 1 


1.a) Din prima ecuaţie avem 2 + 1 +т=0 m =2+т-1+2т-1-1=3т-1. 


11 


т 
1 
1 
c) Rangul matricei sistemului este 2, având ca minor principal | 2 


Ї Minorul caracteristic este 


1 0 
1 2 1|=270,deci sistemul este incompatibil. 
1 4 


-1 
2.0) x x =x? + 2x, deci ecuaţia este x! + 2-870 >x=2,x=—4. 
D ovn eyerciepevxeytaeigy tit yu ra у% к= де antur cT d 
gixe(ysz)exQyez)*xtyszoxyrtyrtxrXy x y n мх, yz € Ё deci operaţia e asociativă. 
c) Scriem x ° y = (x + Di + 1) - 1. Pentru x, y > -l avem х + 1» 0, y + 1 >0, deci 


(x * D(y* D» 0six»y» -1, 464. 


Subiectul HI | 


1. a) Arătăm prin inducţie că a,,-a,»0. Avem а, = 13 >1=4. Cum 4,-4 >0, din 


а,-а : 
-а„= Л - 4A +a, = — rezultă cerința. 
dpa 2, TER d 42a, + 2a, 


b) Evident a, « 4 . Prin inducţie, din a, «4 deducem а,, 5 1/2. +4 = 4, ceca ce trebuie arătat. 
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we 
o 


c) Şirul este convergent conform teoremei lui Weierstrass. Notăm / = lim a, şi observăm că / 20 
х-эсо ав 


deoarece a, > 0. Trecând la limită în relaţia de recurenţă obținem / = 124 / =? -1-12-0-31. 4 


(cazul / = —3 nu convine). 
1 


2.а) [ere Рр&-®| 


b) [se = [х -(-e?)'dx = хе" |, + [ета = po e 


l 
"E 


c) Aplicând teorema lui l'Hóspital, obţinem lim 


Testul 23 


Subiectul | 
1. Avem 1-32 + 4/4 + 4/2 – 34 38 = 138 2142-3. 
2. f-10) + R-9) +...+ Д9) + (10) = -28 — 25 +...+ +29 + 32. Suma are 21 de termeni în progresie 


aritmetică (de rafie 3), deci este egală cu m -21-2-21-42, 


3. Avem 2997 = 220-0 < 3x+3 =2 —2x e 5x — —1, deci x = -1/5, 


4. Avem soluţiile х= arcsin Y3 ыг şi Ху-7-Х- 21 . 


5. | | = +64 = V65 ; | Ў,| = Л6 +49 = V65 , de unde rezultă cerinfa. 


6. BC 233 «7 -2.3. 7: соѕ120° = 9+49+2-21.2.= 79 , deci perimetrul este 10+ 79. 


Subiectul Ii 


1. a) detA = 0, Бе 


1 
2 | = 33 0, deci rangA = 2; rangB = 1, deoarece toți minorii de ordin 2 sunt nuli 


şi B + О). Cerinta rezultă. 
x-2 х41 x«l x-2 x«l x«l x-2 х41 x«l 
b) de(A-xB)2| x+1 х-2 х+1|=|х+1 x-2 x*l|23x|x4l х-2 х+1|= 
x*l х41 x-2 3x 3x Зх 1 1 1 
-3 0 x41 


=3x| 0 -3 x41 = 27x ; (am adunat liniile la ultima linie; am dat factor comun şi am scăzut 
0 0 1 


ultima coloană din precedentele două). Obţinem x = 0. 

©) Avem AB = О; = BA, deci matricele comută. Cu binomul lui Newton, (44B)'- 
A  CLAT B e. СТАВ" + В" = А" + B”, termenii intermediari fiind пий. 

2.a) f - Х(Х? -1)-1, deci restul împărțirii lui fla X^ —1 este polinomul r=-1 . 

b) Dacă x, este rădăcină a polinomului f, k =1,2,3 , atunci х? - х, -1=0< x, = X, +1 , de unde 
rezultă că x, + x? tX xx +x,+3=3 


e) Гох) = f(x) 2-3 +х, -1--G2 -x, --2--f()-22-2. 


Subiectul III 
1.4) ГО) =е* - 17. pentru orice xe R. 


ET , Ух > –1, deci feste convexă. 
c) Funcția f' este strict crescătoare, deoarece f' »0.Cum f'(0)=0 , rezultă tabelul de variație: 
x [|-1 0 i +оо 
0-444444444 


b) /"(х)у=е + 


Deoarece f(0) = 0, rezultă f(x) > 0, Ух > -1. 
2.4) 0) а= Ine D [ Inx | 103 102-152 + Inl = In3 -In4 = hå, 


W em ai л 


3 " 3 1 3 dx 4 z 1 
«-Г а&-[®- arctgx| 4-| =—-=+—=-1=-——+——-1. 
b) Го "-— xi 8 | x | 3 4 В 2 Л 


9 [= (+1): -nafi =ш(а+1) -һ1#4-ша+ш - ва du; — lia Scrip Rezultă 


Ina = 1, decia = e. 


Testul 24 


Subiectul | 
1. zl -2ь8 81 2 сан e x, 2-55 - 2 mA, 


42-2 
з. x=-Z+2kz,keZ. 4, Sunt 7 termeni, cel din mijloc este 7, = Q Q2) -3:3:3.2-40. 


in? in? 036 9 
Зарга ЗӨ га. sina 036 9. 
6: tga cosa l-sinla 0,64 16 


5. 4-7, --1427:|4-5,|-4144-45. 


Subiectul Il 
0 0 1 

1.a) 4 -|0 0 O|,rang/? - 1. 
000 


b) Avem (l5; - Ah + А + 2) = 1, + А + А? - А — A - АЎ = 1,- А? =h, deoarece А? = О. 
с) Inversa matricei J; + А este /, — А + 4^, deoarece (/, + A5 -A+ А?) = 1, + 4 =h. 
2.a) fi = X + X * 1. AvemA =-3$1 х, ганд, 

b fus X X12 Q8 € X € DOE -X+ 1) f£ -X+ 1). Cátul este X -X+ 1. 

c) f, divide f, «> f,(x) =0 , deoarece f, € R[X] şi x, =. Cum x; =1, avem: 

dacă n =3k +1, k eN 

dacă n=3k +1, k e N. Cerinfa este demonstrată. 


x +х+1=0, 
Јо) 37431415 (хүжх +1=0, 


1+1+1#0, dacă 3divide л 
Subiectul III 
І L La 1 dg iu 4. —L.. . Ultima sumă are 
1. а) ааа, (аена) (eee) ТЕЕ АМЕ 


W MATEMATICĂ — М1 
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1 = 


эл PLE 1. 


2" termeni i а 11 i 
eni, fiecare mai mare decát gera deci ap. —a, > 2". 


b) a, -(в, -aps )+ (apa -apa ) ++ (ap -а„)+а, > llesiuad- 1+2, Уп> 1. 


n-Lori 


п n 1 Ї ә = 
с) Avem п= 26" > 206", deci а, Z адын 21+ D] р. ышы Va = 4 


deoarece şirul (a,),,, este strict crescător. Cum lim log, n = co, rezultă că lima. = о 
no n * 


no 


2. a) De exemplu F : R — К, F(x) = arctgx. 


I 2M 2 1 12 1 

І px" dx 1 л 1 1 
5 SE xdxz X-aretga| -+ [>= 21.2. 1 1--4-1дү-л 1,1 -л-2 
» |5 g 2 о 241437 2 4 2А 142 dx 8 = + 5985] = AI 


, ыг ! , 1 2 = 
с) рало) =)  ВСЭ fix) d = 73 [2% 1-3Q-aretg x) р = 32210 


Testul 25 

Subiectul | 

1. Avem 10* = 7, deci 10087 = (105 7? = 49 eN.2. Punctul de maxim este abscisa vârfului 
FOR __ и 3 3 

у у 049-7) 9x *1-y +1 «ъз? - 20e (х- yy + ху + у) = 0 ox « y sau 


x + ху + y! = 0. Cum? tyty = 0 ну + (х+ у) -0гэх-у-0, rezultă cerința. Alternativ, 
Г) = 333 > 0, deci /strict crescătoare. 4. C5 —10=45-10=35. 


-3 З 
5. ВС: J cu) SR < 2x + 3y - 13 =0. Distanţa este B:142-1-13]. 8 


poi Bur Cd 
_ AB _10 5 
6 2R = ——— Ё=—— 
snC 43 3 
Subiectul II 
1. а) det4 -1. b) B + Oz; şi liniile lui B sunt proporţionale => rangB = 1. 
1-1 I 
с) Avem 47-10 1 -i шив! 1 2 
0 0 1 х... 


2. a) 212223 = 4-1) = 1. 

тшш Iz zz [=1 si 124151251,125|21, rezultă {л|=|2,|=|2,|=1. 

€) Polinomul are coeficienţi reali $i grad impar, deci are cel puțin o rădăcină reală, de modul 1, adică | 
sau —1. Cum f(0) = -1 <0 şi lim f(x) = o rezultă f(l)=0> l+a+b-1=0oa+b=0. 


Subiectul III 

1. a) Pigs. 
x х 

€) Deoarece f ' < 0, funcţia este strict descrescătoare, deci injectivă. Cum lim Јо) = о si 


b) lim C) -lim(3-mx)- m eo. 
x-0 х-01 х 


li = ; miem Т " : "m 
n f(x) =, din continuitatea lui f rezultă că imaginea funcţiei este R , deci funcţia f este surjectivă. 


Ca urmare, există un unic c € (0,00) astfel încât /(с)=0<с.1пс=1. 


2 2 П 


х = 
2. a) iz 2-542. 


ink dia a£ | атсын ti анн. 
b) [аот dx= | [aresin 2) arcsin dx > arcsin 2 


1 
0 


dx =—V4-x 


1 2 
=&) айз. 
5206) 72 


с) Cu schimbarea de variabilă / = —x, dt = —dx, avem Ї f(x?) ах = -[ JUA?) dt = [ f (0) дг. 


Testul 26 


Subiectul I 
4. Fiez=a tbi, a, b e R . Avema + bi + 2(a- bi) = 91 < 3a=0 și -b=9 o a =0, b 2 —9, deci z =—9ї. 


2. x3 - 3x 22x & 1 e x! - 4x 1 20. Cum A = 16 - 4 = 12 > 0, rezultă cerința. 
3. 32245 =(@+,/2)° „deci x =2. 4, Sunt 25 = 32 submulțimi ale lui Msi C; 210 cu 3 elemente. 


ЭГ 5 X, Xp t X, ур. 
Probabilitatea este 15. = 77 5. dac и... бы, yo = TTE e pe =3. 
La 
lITN3 
i, (2+2) enteri. 2 "i Sas uf. 
3/ 1-tgatgz/3 1-53. 2-45 
2 
Subiectul Il 
22 ‚ (21ү 4 10 
= = = А —А= -1 . 
1. à) ф(4442-1, | -4. b) A Ё i, o 17^ 
b . Р 
с) Fie В = бэр ;avem АВ= dE aL şi BA- са „deci b = c și a = b + d. Atunci 
c d a b c+d c 


C =н il şi detB = Ф + bd — b?. Dacă detB = 0, arătăm că b = d = 0, adică B = Оз. Presupunem 


bid5:b 1+5. Cum 
2 


că d — db — b? = 0. Ca ecuatie in d, discriminantul este А = 552, deci d = 2 


b, d € Q , deducem b = d = 0. În concluzie rangB z 1. 

2. a) Fiet e Mşix eR . Avem f(x - 1) = Д(х — 1) + À = Дх), deci -t e M. | 

b) Fiet, h € Mşix € Е. Din Дх) sfx + п) = Дх + t — h) rezultă tj — tj € M, deci M< (К +). 
c) De exemplu, funcția parte fracționară. 


Subiectul III 
170) СОЕ” dz b) f'(x) = arct 4X-L, vxeR. 
iid Misco "pa 3 12 п ав x4 


= ЭЛ : л) ял 
c) lim f(x) = 0, lim 09 = ачин Л şi im(/@-Zx]= lim (acte s- 2 - 2 


x0 Xx 
arctg х-Ё | 2 2 Л 
Deoarece lim 2 = іт ЕХ = -lim—— --1, rezultă că im (00-Ex)= 1-5 
х хә= d хэє|+ х xc 
$ x 


deci dreapta de ecuație y = Pu -1 Ed este asimptota oblicá a graficului cátre too. 
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ETE E 
i 21-4.L X| = 1-2arctg-. 
2. a) = 4х= f Ud 1 шан 1 acte 5 
El L[en2 13) aye jne «2| —1ла3. 
x EP? o 4 2 
k 
c) vilis n = о(/,А„,&) , adică suma Riemann asociată funcției f :[0,1] —> R, f(x) = =—Х_, 
ЯН -4 x +4 
n 
diviziunii A, -(6<1. 1 <2<. <— 1-1) şi sistemului de puncte intermediare 2" -5, k-ln. Asadar 


lima, = [ f(x) dx , deci şirul e convergent. 


Testul 27 


Subiectul | 
ТСР СЭВЛЭГ Р,4_Р +4 .(p*qy-2pg 36-6. 
а, ар P4 РЧ 3 


3. х+ = Drake » x= er ke. 4. Sunt 2° = 64 de submulțimi. Nu convin cele 


formate doar cu numere раге, şi anume submultimile mulțimii (2, 4, 6). Acestea sunt 2? = 8, deci 


rămân 64 — 8 = 56 de submultimi. — 5, AB- AC = 4-4-cos BAC = 16-cos60? =16- i- z8. 


22.2. 2 
6. Avem sinp- mha бп ‚ Hg d 


sin'a*cosa 1418 2а 1+1/9 107 


Subiectul il 
1.4) A + О; şi liniile lui A sunt proporţionale => rang4 = 1. 
b) Avem А? = 144. Prin inducție, 47"! = А”. A = (14*14)4 = 144? = 14 . 144 = 144". 


€) Deoarece 0,-4(5-44) 54-48 тийн = 1,- -A- LAS AI, , concluzia rezultá. 
2.4) f(42) 2242 «2 cad 2 «b S (b 2) (a 242 20 Dar abe Z şi (2 20, йесі а-5--2. 
b) (1)2022*a*b-0,f' = 3x! + 2x + a, deci /'(1) = 0 = 5 + a = 0. Obtinema = —5 şi b = 3. 

c) Раса > este rădăcină triplă, din X ++ --] rezultă r- . Atunci b z—xxx, uL. 
contradicţie cu beZ . 
Subiectul 111 


1.4) ух) -2Inx- 1-11 21x-1,44, deci (1) =0. 
х х 


25 ый 3-2 2n 
b) Avem f*(x)  3———, = X р") 20e x- e"? 
x x 
с) Avem lim f'(x) =1+ lim 2191] tim 2 21 . Studiem tabloul de variaţie al funcţiei /': 
xo xo х Xx» £ 
+œ 91 respectiv, tabloul x 0 1 +оо 
сара de variaţie al funcţiei f fü9i-----0444 а 


го [= Л 0 A (шах) N 1 го) [= молй 1 


Asadar, x = 1 este singurul punct de extrem pen al рд ГА 
1-1 
= Int + 
ныг ier +1 о хэн (n Di 
x+l, di = dx. 
b) Газ *2La +1, = [ 


= 1n2+— 2 1.1 = 2-2 , си schimbare de variabile 4 = 


х"(х? +2х+1) ас =[х'&= 1 | 
(x idu п+1 


с) Avem 1,2 0, deoarece 2 y > 0, Ух e [0, 1] şin 2 I. Atunci 057, <l- „de unde lim7, =0. 
x+ 


п+1” noo 


Testul 28 
Subiectul | 
Te ze qe _ 1-2 -1 -i, deci Rez-0. 2.x +x2= 5, xXx = 2, deci xj + х - xix3 = 3. 
1-Р 
3./х) = -Дурох +х= y*yetu- -y(x + у + 1) = 0 & x = y, deoarece x + y + 1 > 0 pentru orice 
[0,1]. 4 C = 100 . 20222. 991 100; э щл, , сееа ce trebuia arátat. 
BYER CUM Су у, e 491.50! 50 491.50! 501-501” 


5. |DA + AB| -[DB| - DB =2. 6. Avem x23, deci шох tg 2 e {2л -® )=-ш® - 55. 
Subiectul Il 
1 а а? 1 а а? la а? 
1.а)А=|1 b b |-[0 b-a b-a |-(b-a(c-a)|0 1 b+a|= (b —aXc - aXc – Б). 
le e 0 c-a с-а? 0 1 саа 


b) Deoarece a, b, c sunt distincte, rezultă că numerele b —a, с-а şi c – b sunt nenule si deci A + 0. 

Cerinfa rezultă din teorema lui Cramer. 1 

c) Polinomul f(t) = x * ty + 122—1 are rădăcinile distincte а, b, c. Din relațiile lui Viéte rezultă z = a 
*tb*c,y-2-ab-bc-ca,x- abc. 

2. a) Avem solutiile х= 3 şi x-9. 

b) Dacă x? =Î, atunci x eU(Z,;) = 44 7,9) . Toate cele 4 numere verifică ecuația. 


" 
— 


c) Dacă х! - |, atunci x eU(Z,;), deci х? -1. Atunci x! ? —] , deci x" -lex" хас» 


Subiectul 11 | | кек 
1. a) Funcţia f e continuă, deci nu are asimptote verticale, lim у(х) = 0, deci dreapta у = 


asimptotá -— a graficului spre too. 

b) /'(х)= um 22 „deci f'(0)= m. Rezultă m =1. 

c) Avem /(х)-0 «эх- 1. Pentru m > 0 , alcătuim tabloul de variaţie al funcției f: 

(х) < in, Nx eR, 


Din tabel, deducem că |/ 


deci valorile căutate sunt m є [-2, A 
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р 3 
2.4) Е(1)- |өв-(596) | 1 
0 0 


3 


x 


b) Avem F(x)- (= 23 


0 
lim Р(х) = — , deci F(R) = К. Funcţia F este injectivă si surjectivă, deci este inversabilà. 
X-——9 


c) Cu schimbarea de variabilă t = F(x) avem x = F(?), dx = fti) dt, F^ (0) - 0 şi F^ (e = 2) =1, deci 
3 , 


е2 Fi(e-2) 
|гчэвс Јолда | дөш» [pare [retra ese [aaa re 


0 Fo) 


3É 
я ` 


0 


Testul 29 
Subiectul I 


1. 5/64 -4,16100-28 /17 > 16 =4 , deci lg100 < 5/64 «417. 
2.4 -3-4.4«0, deci 4? c 3x - 10, Vx € R. abii -xtl1-21-x-0. 


-1 А 
4. сї 0 deci 2п+270=п* - n < п(п-3)=18-15‚ de unde n-18. 
5.4-У-1-2-3:1--1 «0, deci unghiul vectorilor este obtuz. 
6. m? AB + АС! ВС? 25449 36 


-5--17-9- im = 
2 4 2 4 28, deci m, «247 . 


Subiectul II 
1.a) det4(x) = cos^x + sin2x = 1. 
оо —sinxsiny —sin ycosx — sin xcosy 0 cos(x + y) —sin(x + y) 0 
b) А(х)А(у) = | sin усоѕх + ѕіп хсоѕ у cosxcosy -sin xsiny 0 |= [es +y) cox y) 02 A(x y). 
0 0 1 0 0 1 


-1 
c) Cum A(x) - Ax) = A(x ~ x) = A(0) -4, atunci (49)! = А(—х) eR ‚Дей Ө) =, 4-2) 
2-a) Ecuația se scrie х(232 + x — 13) = 0. Rezultă x, =0şi22+x-13=0; x, = Le tos Р 
2 
5) mi ex; 432 (х tx, tx) —2(хх, + x + х,х,) = (1 x5. 


€ Cum xxx, “-5 , rezultă х, 8-1 ‚ de unde Em т по ‚ adică -m + m? 
+ 30m = 0. Obtinem m, = 0 sau m? – m -— 30 = 0, de unde m, =—5 şi тз = 6. Cazul m = 0 nu convine, 
conform lui a). Dacă m = —5, avem x, --3 şi 2€ + х2 ~ 138 — 5 = (2х — 5)? + 3x 
+ 1), rădăcinile polinomului х2 + 3x + 1 satisfac xix; = 1. Dacă m = 6, avem X3 = -3 şi 2x + x) - 
~ 13х- 5 = (х + 3922 - 5x + 2), cu aceeaşi remarcă. à 

Subiectul 1 


1.а) Avem f (x) = E D « 0, Vx > 0, deci feste strict descrescătoare ре (0,2). 


=е* Mud . F'=f>0 , deci F este strict crescătoare; lim Р(х) = о 
хо э 


—— ——————MÀ—— 


b) Dreapta y=0 este asimptotă orizontală, deoarece lim f(x) =0, iar dreapta x = 0 este asimptotă 


verticală, întrucât lim f(x) = +œ. Fiind continuă pe (0,20), f nu admite alte asimptote verticale. 
x40 


с) /®+/@+.-+ уу (233и) inm) 3 (ЛО SO) +t /(л)) =. 


2.4) ('Inxàx- xtnx [ — f х(шх)'4х=е- f àx-e-(e-0-1. 


» | ЄЛсдёх-еуод|-Г ora ё-Г ус с-» [evo+ ro ae. 
1 


; =-1+- i -lim = limt = 
4 (Ло dx хх) - ёс--0м-0-0- Let-rlnt. Cumlimrint = lim = lim-£- =0, 
У 0 0 7 (00773 
t t 
im(-141-tInt) 2-1. 
rezultă lim 1 t£ - tint) 
Testul 30 
Subiectul I 
1.| z |2 J9 416 25. 2. Rezolvàm ecuaţia f(x) = 0 => x? - 3x + 2 = 0 = x, = 1 şi x = 2. Punctele de 
: logg2x 1 А с-а 
intersecţie sunt 4(1, 0) si B(2, 0). 3. Avem log, 2x = Tog, 25 = 2198; 2x , deci ecuatia se scrie: 


^ m. з 7-6-5 4.. 
2 logsx = log;2x < logs? = log;2x © x! = 2x, deci x = 2, ținând cont că x > 0. 4. С; "i55 355 : 


Æ = 6-5 =30 => С} — А? = 5. 5. Panta dreptei d, este m, = 1/2. Panta dreptei d, este m; = –а. Din m 


. Р 2 " m 
= mp obţinem а= —1. 6.Din sinx + cosx = 1 rezultă sin^x + 2 sinx cosx + соз?х = 1 => sin 2x = 0. 
2 


Subiectul II 
1 2 
1.a) det4 = 3(1—a). b) Pentru a # 1, rangA =3.Dacăa=l, Үү 0 


3-22 
9 4 d. єр 1 3j 


+ 0 implică rangA = 2. Deci a = 1. 


detA 3 -3 1 2 
2.4) f = X'(X? 4) - X +1=g- (X? +1)- X +1. Restul împărțirii lui fla g este -X +1. 
+ ХХХ, + ХХХ, + ХХХ] 
b) Lalo, XXX 5X + ш, t zx 
X X X X X X3X4X4 
c) Pentru orice a € R „avem a? a 41» 0 , deci /(а) = a* + (à? — a +1) » 0. Ca urmare, f nu are 


nicio rădăcină reală. 


Subiectul 111 
1.4) lim 12. = lim ră =1= /(1) , de unde rezultă cerința. 


хэ1х—] хә! 


1 


im 0 LO — jiminx=x +1 s im 2 2 l De aici rezultă şi că feste derivabilă în х=1. | 
4 R O- aa) 2 | 
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x- 
о 


с) Avem f'(x) = XX Pa 8 Ух ж 1, хр 0, 4 f(D --1 Considerăm funcţia 8:(0,00)-» R 1 


definită prin g(x) 2x -1-xlnx. Avem g'(x)--Inx şi, din tabloul 
de variaţie alăturat, deducem cá р(х) «0 pentru orice x e (0,1) U (1,20) 
şi, in consecinţă, f'(x) < 0, Vx > 0. 


х 
/'(х|+++++0-_ II 


Хо) -i 9^ 37455 


1 

—— € Mo аш. 
0 3 2 3 
c) Fie fe M. Atunci [7 ()dr-l- [ xdx [ (f(x) – x) dx = 0. Conform teoremei de medie, 


există c e [0, 1] astfel încât Ac) ~ с = 0, ceea ce trebuia arătat. 


i 1 
m : x 
=5 decig e M. b) [aod 


0 


2.а) [ х&=®- 


2 
"s 
2 


0 


Testul 31 
Subiectul | 
10 1 2 12 
1. Ахет a- QU) =2? , bo 4 =2 si ab-2? =2*. Cum с-44-2, avem ab =. 2. Cum f 
x -х-1 
este strict crescătoare, Im 77-1/(0,/(2)|-13,5|. 3. (2) -(2) —x2-x-125 z2-l. 
4. Fie n numărul elementelor lui M. Avem 2" submulțimi de cardinal impar, deci 2”! = 32 >n = 6, 


5. AB* AC- 24D, D fiind mijlocul laturii ВС. Cum Ар = 4B sinit = 45-3 „3, pen 


| 48 4C |-3. 6. sin(x + n) = -sinx => sinx sin(x + л) = -sin'x < 0, Vx e R . 
Subiectul 1 
001 0 1 0)(00 0 100 
1.4) 42-10 0 0 |, 42-0). b 4-4-10 01141 0 01410 1 0 si rang 44' = 2 
000 000/101 0) i00 0 
с) Dacă există B € M,(C) cu B? = A, atunci AB = BA, deoarece AB = В?. B = B? = В. В? = BA. Notând 
a bc x yz Оа b 
В=|х y z|,avem AB-|u v t ; ВА-10 х у |. decix=u=v=0,a=y=t1,b=z> 
u v t ооо 0 u v 
abc 00 p 
8-10 a b|. Avem det4 = 0 = detB^ = 0 = detB- 0 3 а= 0. Obţinem B^-|0 0 0 |« A. 
0 0 a 00 0 


2. a) Suma coeficienţilor polinomului este A1) = (1—2)9 — 1 -2 — 2. 

b) Polinomul are gradul 100, iar coeficientul lui X? este 0, deci suma rădăcinilor este 0. 

9 f-(ge X)! -X-22g" e Chg?X 4... COgX* X" -Х-2- g:(g! * Cog X 4. СЎХ? +1) 

deci g 18 

Subiectul Ш 

1.a) lim f(x) = lim = lim. - o. 
x хэ | хэрх 


b) Avem /(х)-е" xe = (1— x)e* . Derivata se anulează 


în x = 1; din tabelul de variaţie alăturat, rezultă cerința. 
с) Prin inducţie, cum f(x) -(-D'(x- De* şi 0) = (69) = C e*-CY'G-ne*- 


= (-1*! (x - (n +1)) e? , rezultă concluzia. | 


ЭР” | х2 3x,9 1 1,9,5 
21-Х PE (x-3 9 ac (£- 85e) ---6203, 
таа 0073) 4 4 8 : 2801 
1 
_ех'@х+3) . "7|. LL. 
D 21, «31,2 [22222 эя {ш “= 


п+1 


п 
x x 
с) Deoarece 0 < x < 1, avem 05 < 


< э0-1 
2х-3 пх+3 


<1,. Atunci 51,221 


n+l 


431, 2 5I 


n+l n+l 


n sng < іти, -1. 


5(п +1) 5 7 ma 


soia Lost, im 
n+l 


Testul 32 


Subiectul I 
2.2 = 2.2. Avem f(x) =y €» x! x — 6 = 0, de unde x = -2 şi x = 3. Punctele sunt 


erar! 
1 1 12 _ = + 119 = 219, 
A(2, –2) şi B(3, 3). 3. log,37 7 ; log, 277 —x^22- x24. 4, Suma este (1 + 1) sau 


: -1 х-1 mW Ч 20. 
Со + Cl +...+ Ci =2". 5, Ecuația dreptei BC este Cowan 1) ох-2у41-0 


| | 1-2:041 2 а). (1-2) 
Înălțimea din A are lungimea ieoi. 6. Cum sin(x+ 4 cos 2 2 


i z £oxy|- -sin +1) 20, veeR. 
=cos(Z -x), аша sin (+2 Joos(£ s) sin (s 4 


Subiectul II : 
6x бу+4х 
х 3 L 
1. a) Fie x ave. em ac ёс | ХА 


| 0 0 
36 48 72 48 (36 0 а o 
E ^ s) 84-14 72) 5036 0 0 
x y 


E 1 В- 
с) Avem B e M, deoarece АВ = (В? + В)В = В? + В? = В(В + В?) = ВА, deci 3x, y € К, Н 


х? 8) paar 223. adicá x $ x m 6, 2ху + 


2. 
SOR s x 0 xix 


-3 -4/5 
.Q (2 4/5 TS ER PT iu. | 
+ у = 4. Obtinem x = 2, у= şi ad 2 Janis у= 5 şi B [s 3 


2. а) Fie x y e М > Зр, ӯ EQ cu х = соёрт + i sinpm, у = cosqm + i singt > Ху 7 
і si ltá xy є M. 1 
= cos(p + 4)л + i sin(p + q)n. Cum p + q e Q , rezu 2 % 
b) Înmulțirea este asociativă, elementul neutru este 1 = cos 0- r +isin0 + z e M (pentru cá 0 € © ) 


2 ЛЭ = _ —— A є М (pentru cá 
inversul elementului x e M este х” -l-es pr-isinpr= cos(-p)z +i sin(—p)r (pe 


"—PP ! 


v 
гай 
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^ 
Ф 


p € ©). De aici rezultă cerința. 

c) Fie p, q € Q. Avem de demonstrat cà Ар + д) = Др) : fq) ceea ce revine la identitatea 
cos(p + q)n + i sin(p + q)n = (cos рл + i ѕіпрл)(соѕ дл + i ѕіпдл). 

Subiectul III 


1. a) Evident x, - 224; х, = (x, 4) +424, Vn» 1, deci x, 2 4, Vn 2 1. 


2> 
2 
2 
b) Lom —X, > X, -8x, +20- ra (1t 8x,4 -20- (x, zx, + Xa -8) » п > 2. Cum 
x, + X4, — 8 > 0, rezultă că xm, — x, are acelaşi semn cu x, — x, , , deci, inductiv, cu x 


2 
Cum »=а+{1) -46ү52-х rezultă x, — x, € 0, Vn x 1. 


2 X. 
c) Conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent. Notám /-lima,. Trecând la limită 
obţinem P — 9/ + 20 = 0 => /= 4 sau 1 = 5. Însă x, < x, -2 515922914. 


2. a) Derivata primitivei este /» 0, deci primitiva este strict crescătoare, de unde rezultă injectivitatea 


b) Cu schimbarea de variabilă г = sinx, dt = cosx dx avem [^m dx = arctg(sin х); =Z 
1 sin? x о 4' 
$4 2 2 
с) Avem sin?x = — 3 X — . Хо ; - E : 
) sin? х + cos? х M fo) 1+2 tgx -Atunci 
/4 (tex) 

f(x) 4 = = pup АД 1-2 = ——.агс{ 
Гене del 20273 
Testul 33 
Subiectul I 

26-849 23, 1l 
ku pl: >= T . 2. Avem x! * x 12 = (x - 3)(x + 4) > 0, deci x e (4,3). 


3. Беу e [3, 4]. Ecuația Дх) = y se scrie x = 5 — y şi are soluție unică în intervalul [1, 2], de unde 
rezultă cerința. 
kuzoa [1\ i 9. 
а. Т = GG 4c] «Сүх? . Aundi9-3k-0 k-32 1,-02-2:5:7 g4, 
1-2.3 


5. Avem ЗАВ =24C + AD > XAB- AC) - AD- AB = 2CB = BD = B, С, D coliniare. 


242 


DN») 2 БЭК! 8 n * n 
6. sina + cos'a- 1 > sin d m x dc D CL cosa 492, , deoarece sina > 0. 
9 


Subiectul II 
1 -2 1 

1.а)А=|а 1 -2|-5a«4. b) Avem 1—1=0,а+2 = 1,—1- 1 = b, decia = -1, b = 2. 
-] 3 1 


с) Dacă A 0, sistemul este compatibil determinat, deci este necesar ае, Cum minorul 
5 


-2 1 
1 -2 


|- 3 este nenul, rangul matricei sistemului este 2. Impunem ca minorul caracteristic să fie 


0 
nul: ad 1 =4b+3+2-b=3b+5= 8--3. | 
b 


) ЯНГ 1+2а а 1+2b b 
2. a) Fie X, Y e M — există a, b e (-1, co) astfel încât x Y ih zi E 28 


b 
_ 1+2(a+b+ab) | а+Ь+а eu „deoarece ab + a + b = (a + (b + 1)- 1 e (-1, о). 
-2(a+b+ab) l-2(a*b-ab) 
-2a 1- 
este asociativă, are elementul neutru 7, = U(0) є M (pentru că 0 > —1), iar inversa matricei (Да) este 


b) Notând (а) 4 миний | am arătat că U(a) - U(b) = U(a + b + ab), Va, b » —1. Înmulțirea 
a 


U (<=) є M , deoarece e xq 
1-а 1+а 
c) Observăm Да) = U(a — 1). Funcţia este inversabilá, deoarece U(x) = UQ) €» x = у si 
a € (0,9) & a — 1 є (—1, ©). Funcţia f este morfism, deoarece Дар) = U(ab — 1) si Да) ДЬ) = 
-U(a-1)U(b-1)-U(a-1*b-l *(a- 1)(5 — 1)) = U(ab - 1). 


Subiectul III 


, 2х(х-1)- (х? -2_ x +2x+2 “үхєЁ. 
ъё бн ли Gy 


b) lim f(x)=%, lim £ =1 şi lim(f(x) - x)= lim LT = -], deci y = x — 1 este asimptota oblică 
P indo —%0 х х-э= Xo 


spre +оо. lim f(x) = zig , deci x = –1 este asimptotă verticală. Funcţia este continuă, deci nu mai 
x=- +0 


admite alte asimptote verticale. 
c) Cerinta revine la rezolvarea ecuației / '(x) = 2, x є (-1, oo). Avem xb-2x42-22X + 4х + 2 < 
ex + 2х= 0 х= 0. 


2. а) А+ В = E dx2z/2. b) Cu schimbarea de variabilá demi avem di = -dx şi 


‚ [л 
sin(£ -r 
2 
4--, Е | 
si 


dis [Se ав. 
T. T. cost + sin 
«(z-))«ex (2-7 


c) Din punctele anterioare rezultă А = 7/4. 


Testul 34 


Subiectul I 
1. a) Avem 2% = (22)? «3^ = 4 , deci ab = 2.2. Căutam a, b € R astfel că Дх) =ax + b, x e R . Avem 


2-62 a=-3.. Atunci 709 =-3:+2 4 f). 
AO =2 > b=2; 4) =4a+ b= => 4a= ms nci ЫГ 2 
3. x+ Z -arctgl- kr , k eZ -эх-л,К eZ. 4. Sunt 9 elemente in produsul cartezian. Verificá 


Я 1 і 
perechile (2, 3) si (3, 2). Probabilitatea este 2/9. 5. Panta dreptei date este n Panta perpendicularei 


E аа ааа: 


E M. , 
ANDRONACHE • D. $ЕВВАМЕ$СИ • М. PERIANU * C. CIUPALĂ * F. DUMITREL 


o 
© 


este 3 şi ecuaţia este y = 3x, 6. cos A= 4B? + АС? — ВС? _ 25+64—49 | : 
24842 7 258 cp dei4-s 
Subiectul II 
exi piro [eR -l 
1. а) detC «1, C! =C 3 2) b) ас-( т) авс 14-а 8-5 
3 2 21-18 эы т 


с) Pentru n = 1 şi din AC = CB obţinem В = C! i 
САА .. AC- CWC, Vn 2 1. 4C. шаа (СМ =C ACT AC АС = 
2. а) Р= ХО? € 3X 3) Yi - aX b- Q1) f (a-3) b 3 decia 2 b-3 


Ü (n - x5 ++ @ - y = 

=3(х +...) - Sx, xx) = 3003) —8-.4 =—5 

с) Dacă toate rădăcinile ar fi reale, atunci (x, + xjy +..+ (ху— x y. > 0, contradi i 
20, ictie. 


2 2 2 
305 +25 x; +24) - 20x, +..+ xx) 


Subiectul 111 
! j^ Го) = &' + 1» 0, deci feste strict crescătoare 
vem lim f(x) = о lim f(x) = —o. Di ninni 
um „lim = —0. Din continuitate iei i 

2 a funcţiei f rezultă AR ) =R, deci f este 

с) Di cit as 

) Din punctul a) rezultă bijectivitatea funcţiei f, deci f este inversabilă. Avem (fy (Дх) Р) 21 
У) = 1, 


de unde, pentru cà (0) = 2 deducem (/77)(2) - 1.1 
го) 2 


/2 
2. a) [ = dx = arcsin x |, 


5) Notând t = 1 — x^, dt = —2x dx, avem 1-2 =-1 (Vrar-1 po uz 8? | 1 
2 2 EL 
3 
€) Subgraficul este un sfert din cer i : 
cul unitate: у= J1— x? эу-1-2 
== эх + y! = 1. Aria este Z 
= 


Testul 35 

Subiectul | 

1. a. 78,2 2 71 => 5, - 8271.0. 79.5. 395, 

2. Дх) = в(х) e» 32-45 + 7 = 0. Cum A = 164.3. 7 « 0, ecuaţia nu are soluţii. 


3. ew (*- e eae 8) == ++ ЯЛЖ 73 
- e х-®= z Л Zi 
5 2x 23л,Кє2 sau x 2x 2kx,keZ. 


18 3 
4. 2. 7.6 
Avem C? 27 72h 4-21 =0,neN >n=7. 


Obţin -35z 
à em e| 4 +20 | ez] o [en rez). 


==  — a Ы 


5. Punctul O este mii i 
mijl : : 
сша. ijlocul diagonalelor АС şi BD, deci ОА+ОС - OB. - OD = O, de unde rezultă 


6. Înălţimea din J 
A este -9- ; 
egală cu /16 9 = V7 „deci $2 3/7 . Cum p « 7, rezultă r - 5-3 7 
Р —. 


Subiectul Il 
1.4) A2 -3m + 12. 
1 1 -2 0 


i al 21451-11-1-11-10 |, decia 


b) Dacă punctul P(a, b) aparţine tuturor celor 3 drepte, atunc 
-3 m -1 0 


treia coloană din A este combinație liniară a primelor două. Rezultă A = 0, deci m = 4. 
1 1 


c) Dacă dreptele nu sunt concurente, avem A * 0, deoarece rang | 2 —1 |= 2 . Sistemul este omogen, 
-3 m 


compatibil determinat, cu unica soluție (0, 0, 0). 
acbí2 b E $ 44 4 | 
iY- : 


2. Fie X, Үе M— 3a, b, c, d € Q astfel ca Х- 
0 а-Ь/2 0  c-d42 
a) Х-Ү- а+с+ (bd ed є М , йеоагесеа+ c,btdeQ. 
0 a*c-(b4dy/2 
Ы XY- ас + 2bd + (ad + b 2 abate ЄМ, pentru că ac + 2bd,ad+ bc e Q. 
0 ac + 2bd - (ad +02 


c) Adunarea matricelor este operaţie asociativă şi comutativă, admite elementul neutru О e M (pent 

a=b=0eQ)şi -X= -a-bN2 Б, є М . Înmulțirea matricelor este operație asociativ 
0 -a«bJ2 

distributivă faţă de adunare, cu elementul neutru 1, e M (pentru a = 1, b = 0). Cum M este inchisá 


cele două operații, rezultă cerința. 


Subiectul III 
1.4) /(Х)-а!ша-1,ҮхєЁ > /:(0) = па-1. 
4 эт а а а 
b) Pent а > 1, deoarece іт 2— = о, rezultă lim(a ре -1-1) гө 
x Х х-›® z0 


lim 409 = tim (2-1-1) =, deci graficul nu are asimptote la +o. Решги a € (0, 1), ах 
xo x Xx x х 

lim(f (x) + x +1) = lim a” =0, deci y = 
c) Deoarece /(х) > /.(0) = 0, Vx e R,x-0estep 
70) =0 In =1 > а=е. 

Notă. Avem č 2 x + 1, Vx eR. 


2.4) l= ('sinZ dx -2со82 | =2. 


LIEN: in X i sin -1«0. 
b 1,:-1,5 [sin x (sin -1)a««o ‚ deoarece віп» z0, Vx e [0, n] si sin? 


—х— 1 este asimptotă spre +о. Rezultă a € (0, 1). 
unct de minim. Din teorema lui Fermat rez 


канн 2 20, Vx e [0, л] = I, 2 0. Fiind descrescător şi mărginit inferior, şirul este converg 


Testul 36 


Subiectul i 

1.В= (1,2,3,4,6,12] => A4- B- (5). 2. Ecuația f(x) = x se scrie |х-2|-х-4. Dacă x > 2, 

ecuaţia devine x — 2 = x — 4, şi nu are soluţii. Dacă x < 2, ecuaţia devine 2 —x = x — 4 => x = 3. Punctul 

este A(3, 3). 3. Avem 32" 23.9" = 37**! +9 =4.9*. Ecuația se scrie 4 - 9 = 36 < 9 = 9, deci x = 

1. 

4. Deoarece Сл, — C; = Cp”, egalitatea se scrie Су = Су >n-1=7saun-l1=2>n=8saun=3. 

5. Punctul 0(0, 0) aparţine dreptei di. Distanţa dintre drepte este distanța de la 0 la d: х-у+ 1 = 0 
0-0+1 1. | 

Pec» 2 


6. ВС? = AB! + AC! -2AB - AC-cos А = 19 > ВС = m 2R --Bt. BC SRE 9.48 
sin A 337 


Subiectul Il 


-2 -23 -8 0 
1.4) А = ; А? = --81,. 
ы ls к! Ї М) êh 


b) Deoarece 4° = 64 L, avem A45 - A= I, , deci inversa matricei АЗ este 2 А. 


с) Avem det? = det = 4, deci еі = +2. Dacă detX = 2, atunci X? — (Tr X) - X +2 h = 0. Сат Y? = A, 


3 3 
B T (Тг) =6 > tX- +/6 de unde Жэн 2 
3 3 1 


/2 43) 
Dacă де = —2, atunci (Tr X) X 2 X* - 2 h = 1 3 P i ii 
5 -Х-251- Б 4 = (Tr Ху =-2, ecuație fără soluţii în К. 


rezultă (Tr X)X = X? -21, = | 


2.а) Ххх) + хуз + ху = 3. 


b) Dacă + x1, x», xs, atunci 2x; = ху + ху > 3x; = xy + x2 ху = 6 => ху = 2. Atunci f(2) = 0, deci 8 — 24 
*t6tm-0-mzl0. 


c) Avem X?) = X, X3 = xg. Din 6 = x (l + q + Ф), 3-3240-4-429, rezultă xq- 5 


N |= 


1 : 
= х, =>. Atunci 1(1)-0.ва 4-343-т-0 э т=-ү. 


Subiectul III 


1.4) f'(x) x14 i »0, Vx > 0, deci feste strict crescătoare. 


BAD=1>0, f G )-i s5 -1«0. Din continuitatea funcției f rezultă cerința. 


In Inn 


с) Р) + f(2)«.. + pn = ЕЗ) cm ni, Avem lim HOLD 1 y гэ! 05 — en şi, cum 
n 


п-э= К” 


lim 1" = In 
M i 0, rezultá lim P =0 . Limita este egală cu — . (Alternativ, folosiți lema Stolz-Cesaro). 


2.4) f(x) - 1. 
х 


“41яа2-117). 
Зи. 


b) Notând г = xX, dt = 2x dx 2 dx=l =! Es 
‚ avem ло) а [70 = 1532 №17). 


Er m m e 15 


с) [ло = - ш +] -Inx- Tin? +1)+ №2. = 18 хш ‚ десі lim nf fear =? 


олту 2 2" 
Testul 37 
Subiectul I 
1. 221-3,:38,. 1,38; z-1-:55, = z2+Z=0eR. 2. Este necesar gi suficient ca 


as0e1-4ms0eme|1.»). 3.Fie y e [1, oo). ecuația f(x) = y are soluția x = {/у—1 e R, deci 


fe surjectivă. 4. Т, = ch EQ «ke par, deci k e (0, 2,..., 100). Sunt 51 de termeni. 


s. 4-5 6-7; а=2+4 = а=3 »а+Ь = 10. 


1 1 2 
+ — 
(х) entre 32-10 BBB. 
6) 1l-tgxtgz/6 1-1! 2 
3 3 
Subiectul Il 
111 -2 1 1 
1.4) А-11 1 1|-эде(4-31)-11 -2 11-0. 
111 1 1 -2 
дээ! +1 37! 3" 
544-345 4-3 4 1,+4"=| УЛ 37401 37 
з"! ani 35st +1 
37141 je 371 1 0 qa 


3741 3"7'|2 à^«D|0 1 3"7'|23 +1 93" 41-582 >n=4. 
00 I! 


дец, + 4") 2 Q" +1)| 3! 
1 1 1 


c) Căutăm x є R astfel încât(1, + А)(1, + x4) = 1, €» 1,+ A+ xA* x4! = 1, & At хА+3хА = O, , de 


(+4). 


unde (4х+1)4 = 035-1. Inversa este 7, 1 Alternativ, (Z, +A =— 
4 4 4е(ТГ, + А) 


2. а) Avem a — 4 = 0, 5b = 1 => b= ast, care verifică 25) 44-1, a+4b= 5 


аў + 9b) = 1, deci matricea aparţine lui G. 


a-4b 5b 
-5b a*4b] 


b) Fie X, Y e G = Ha, b с, d ER astfel încât d? + 9d. = c + 9 = şi | 


с-44 54 ac —9bd – Ааа + bc) 
Y= . Avem XY = 
-5d c+4d —5(аа + bc) 


(ac — 9bdY + 9(ad + be) «(à + 9b? (c? + 9а?) -1. 


S(ad + bc) 


e G , deoarece 
ac —9bd + 4(ad + = 


c) Înmulțirea este bine definită pe С, este asociativă, are elementul neutru /, є С (pentru a = 1, b =0), 


445 -5b +4b -5b 
iar inversul elementului X este X^! = — а = | eG. 
a“ +96 5b a-4b 5b a — 4b 


m MATEMATICĂ — M1 
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Subiectul Ili 


1.a) Posht" Eso, deoarece Vx? «1» Vx =|х|>-х. 


+1 
f'G)- 4x! «1- I f(x) 
» ro- F> ro EL e a= 
= for +1-х р) = f'Q) ДП” е, de unde rezultă cerinfa. 
x 
c) lim f(x) =, ша ifi. [£u eH ‚ lim(fG)- -22)-lim(vx* +1-х)= 


: 1 
= imp 
in de 
2.a) /(х)- 


— 0, deci y = 2x este asimptota graficului spre +оо. 


_1_ 
ETT rm "s 


> [fo da= dnx «n- In(x+2)) | = 2 12-13. 


b) Notăm t= In, dt = dy. Atunci [£92 ar [ 7422-3. 
x x 
€) Conform teoremei de medie, există c, e [n, n + 1] astfel ca [ " Хо) ах = /(с„). 
Din п < с„< п + 1 rezultă үс «144. de unde lime, =% şi lim < = 1 . Ca urmare 
n n n-o no n z 


m 2 
lim” f(c,) = lim. sg 
eu a ы 


Testul 38 


Subiectul I 
1. |AUB|+|AAB]|=|A|+|B|S| 4^ B|-4 


2. x, =-1= -5 , deci a =2; уу =l-a+b=b-1=>b=2. Atunci 2a + b - 6. 


3. х= zt. | — ,de unde xe 0, Jl 


4. Sunt C; funcții strict crescătoare şi C еу strict descrescătoare. În total 2 C7 =10. 
5. Dreptele d, si d, se intersectează în punctul (-1, -1). Ашас1-1-441-0-54-0, 


6. C = 180° — 30° — 750 = 75? şi sin =sin750 ede „АВ = 2(J6- Vă) 
2sin C 
Subiectul II 
5 3 
1.a) ХА = : Ї ВХ. b) Demonstrăm prin inducție după n. Evident, B'- : 1) Din 
200 1d 


m_p „_[1 2n 1 2 1 2(1-1) 
В ad Ч ( J-( і ene irent сонца 


1 -l 
c) Avem А = X'BX > A'™® = (XBY) ...(X'BX)=X`™B'™X . Din det = 2 si X* ( ы 


de 100 ori 
obținem X^" d "i „deci А" „(1 Эй Fal J ж» 2 
2.4) /-(02Х-1)(Х7-Х-144,саш este X? — X —1 , iar restul 4. 
b) Din f = 2(X — xi(X — x2X - хз) deducem ДІ) = 2(1 — xiX1 — х›)(1 — x3). Pe de altă parte | 
f1)22-3-14523,deci (1 -xi(1 x31 -x3) -i. 


fd 1 1 ны! 1 1 10) 6-6-1 1 
c) Din T X- 5 Gan "i-us rezu жэл жа хо “Чи m x 3 
Subiectul Ш 


1. a) f'(x) 21*cosxz0, Vx є К. Deoarece mulţimea zerourilor funcţiei f’ este formată doar din 


puncte izolate: f'(x) = 0 <> x = (2k + 1)л, k e Z , rezultă că funcţia feste strict crescătoare. 
b) Avem х—1< f(x) <х+1, Vx eR , de unde rezultă cá lim. =+©. Funcţia este continuă, deci 
x 


ГОВ) = R , adică feste surjectivă. 
с) Cum 3-1 00) 541 v.s 0, rezultă tim @9 =1 . Funcția gt) = ftx) - x = sinx nu are limită 
х x Xx xm x 


la +оо, deoarece x, = nn ——» o, g(x,) = 0 —— 0 si yo tent o, g(y,)21—21. 


Rezultă cá f nu are asimptote către +оо. Analog, se arată cá f nu are asimptote către —o. Din 
continuitate rezultă cá f nu are asimptote verticale. 


2.4) 1,- | S82: ax 2 [© cosxdx2sinz [j^ =2 


b) Cum sin(n + 2)x —sin nx = 2sin 2X 2 = cos ш rezultă 7,,, - 7, 22 P cos(n + 1)х dx = 


02 2-2 Q0. 

+1 2 

п+1 
2 


= = 2 sin(n + Dal 
п+1 


(n+ Dr 


с) Dacă n e impar, atunci —— € Z şi sin = 0. Deducem că 7, =1, =...= I, =[&=^. 


Testul 39 


Subiectul I 
1. De exemplu x = 2 +1, deoarece V2+x=1eQ ЫГ 


2. Funcţia feste crescătoare pe intervalul E = ар + =) . Trebuie ca A < 2 , deci m 2 -8. 


У2 


3. 3 - arcsin 2 . Funcţia arcsin : [-1, 1] — R este crescătoare, deci x e E а 7 


4. 5! = 120 şi 6! = 720; rezultă n e {1,2,3, 4, 5}. 
5. Mijlocul segmentului BC este М (21. а) м1). Mediana din А аге lungimea 


Au - aw «(2-5) = 
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a 
o 


Зл А : n : 
6. Avem л «4 E deci punctul de coordonată 4 pe cercul trigonometric este situat în al treilea 


cadran. Rezultă sin4 < 0. 


Subiectul il 
1 

1. a) det4 = TIN =1% 0, deci rangA = 2. 

2 0 2 404 
b 22:01 0 ;42010 . Din А? = uA?’ + vA obținem 4 = 2и + v, 1 = u + v, de unde u — 3, 

202 404 
у= 

10-1 

c) X24 2| 0 0 0 |, cáci adjuncta matricei A verifică relația A- 4" = А”. A = (det 4)- 1, = О, 


-10 1 


2. a) X - 1 divide /' & A1) = 0. Deoarece f(1) = 4 + m obţinem m = -4. 

b) Cum 1 este rădăcină, avem f= (X -1)(X? — 5X + 4). Obtinem x, 2x; = 1, хз = 4. 

c) Dacă r este rădăcină dublă, atunci Ar) = f '(r) = 0. Din f'(r) = 32 - 12r + 9 = 3(r — Dr — 3) se 
obţine r = 1, pentru care m = -4, sau r = 3, pentru саге din /(3) = 0, rezultă m = 0. Aşadar, m є (0,— 
4). 


Subiectul III 
1 

1. a) lim f 19-0 2 0) ко” e +œ, deci /'пи este derivabilă (la dreapta) în x = 1. 

X — x X - 

хэ 

: = f(-1 : -IF 
lim 90-760 = lim Эв = +% , deci f пи este derivabilă in x =—1. 
3x’ -2x-1 0 (e-DOx4D _ 3x+1 


b) PDF —U———É Vx e R -{-1,1}. 

3 Y (x-1) (Œœ +1) 30-17 x+  34(-DG-1y 
c) Derivata se anulează în x = —1/3 şi are semnul trinomului 3? — 2x — 1 = (x — 1)(3х + 1). După cum 
se vede si din tabloul de variație, punctul x = 1/3 este punct de maxim local, iar x = 1 este punct de 
minim local, deoarece feste continuă. 


/'б)|++++ | +++ 0 |+ 


2. a) 1(3,3) = [ x'0- x? dx = [02-20 +) = 1-241-1, 
b) Cu substituţia 1-1-х, avem (p, 4) = -[ (1- c = = f i7 0 - 0^ dt =] (q, p). 


1 
€)  Integránd prin părți, avem  I(p,q)- X (Lyn 
р 


0 


- | a-i ro = 
р 


= 4-1 - цан 
к! x"(1- x)? dx = 4—1 rg 1g -:1) , ванае rezultă cerința. 
р 


3.82 атаана Et чана 74 “==ш PP RE араць И mm irma 


> мач 


Testul 40 


Subiectul I 

1. Intersecţia este vidă dacă şi numai dacă a + 1 < 0 sau a > 1. Rezultă a є (—1, 1). 
2. Căutăm a, b, ce R , a + 0, astfel încât f(x) = ax) *bxtc,xe R. 

Avem ҚО) 2 c — с= 0, Ше а+Ь+сљ»а+ђ = 1 $ Дх) = 4а + 25+ с = 2а + bz 4. Obfinema = 3, 
b--2,c-0gi Дх) = 3a -2x x eR. 

3. Avem 2 sinx cosx = 2cosx €» cosx = 0 sau sinr = cosx <> cosx = 


e xe[£ en] rez] of etn | rez]. 


0 sau {рх = 1 e 


k 
4, T Sce (1) = CL x'™* Din 18 — 4k = 2 rezultă k = 4; coeficientul lui x este Сё =15. 
x 


5. АВ=21+2], АВ=2/2; АС--21-37, АС-413. Avem АВ-АС=-4+6=2; pe de altă 
parte, AB - AC = 242 - 13 -cos ВАС . Rezultá cos BAC - LL. 


426 


6. Аует 2.42 <л<4<31. deci cos2 < 0, cosá < 0 şi cos2 соз4 > 0. 


Subiectul Il 
-1 0 I 1 0 -1 
1. а) Avem det4 =-1, 4 -| 0. 0 —|,deci 47-10 0 1 
0 -1 0 01 0 
b) Pentru n = 2, egalitatea este evidentă. Pentru n = 3, arătăm că -A=#-h. Într-adevăr, 
111 12 1 
42=10 1 0|, 220 0 1| şi 45 — 4^ — А + Д = 0, Dacă pentru un n 2 2 avem 
001 010 


A" — А"? = 4? — h, prin înmulţire cu А rezultă А"! — 4"! = 4? — A = 4? — h, ceea ce probează cerința. 


c) Avem 41% — A% = 42 — h, 498 — A% = А? — p А? — h = А? — h. Adunánd cele 50 de egalitáti 
1 50 50 

obținem 4! — h = 50(4? — h), de unde 4? = 5042 – 491, =|0 1 0 
0 0 1] 


3b 3d 
2. FieX Ye М> 3a be deQ asfel încât x [р )r | 
а с 


-c 3-4 
а) xr e o je M  dexumsea-eb-4eQ. 
b) ХҮ = цанхийн алан € M , deoarece ac + 3bd, bc + ad e Q. 
bc+ad  ac+3bd 


c) Din punctul а) rezultă că (М, + ) e subgrup al grupului aditiv M,(Q) . Înmulțirea este bine definită 
pe M, conform punctului Б). În plus, este asociativă, distributivă față de adunare şi admite elementul 


1 а -3b " 
@ -3b \-b a ° 


€ Q; a se ține cont că a, b e Q implică а? — 35? + 0, 


1 0 
neutru 7, 4 Ч M , pentru a = 1, b = 0. Inversa matricei X este X^! = 
a -b 
а? -3b?' а? -3b 


deoarece 43 g Q . Cerinta este demonstrată. 


aparține lui M deoarece 


aa Aaaa а чна лт №. 


ы 
Aim 
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w 
щл 
co 


Subiectul Ш 


1.4) lim (Va -122* +1- x°) = lim Ex +1 oim De eba g 
х хэж ft -12x? «14 x? x 2124 4 
4 


х |œ -46 0 46 Fo 
ТО)|---- 0 +++0--- 0 ++++ 
Јо) | N -35 72 1 V -35 A 
с) f"(x) = 48x -6 =12(х° – 2) = 12(x —/2)(х + 4/2) . Derivata а doua se anulează in —/2 si V2 şi 
schimbă semnul în jurul acestor ans, deci sunt puncte de inflexiune ale funcției f. 


2 
2. a) [ло гове 0] _ 120-120) 2-1 1 
0 


2 2 2 
1 
b) yn ise n [e nace n (Es) $n 
€) Aria este $ = [fe = хо) = x- Je L- fr 72:57 42- (a FLS jec 
12 Ух? +1 


= 42 - S+ In(x Vx! +1) | „deci 8 = 26/2 +1 + 42). 


